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Introduccion.

El objetivo de este curso es dar una introducién a la aplicacion de los
métodos geométricos en el estudio ecuaciones diferenciales ordinarias
mostrando su fortaleza. Iniciamos en el Capitulo 1 con el Teorema de
la variedadad central. En el Capitulo 2 nos ubicamos en el contexto de
los sistemas dindmicos.

El estudio de los sistemas dinamicos tiene su origen en la teoria
de las ecuaciones diferenciales con los trabajos de H. Poincaré en el
siglo XIX. Poincaré, y depués I. Bendixson, estudiaron las propiedades
topologicas de las soluciones de las ecuaciones diferenciales autobnomas
en el plano. Una de las principales motivaciones que propiciaron el
surgimiento de los sistemas dinamicos se debi6 a que los precursores
de este enfoque (G. D. Birkhoff [Bi], entre otros) puramente topologico
(o métrico) se dieron cuenta de que muchas de las propiedades de
las soluciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales dependen
esencialmente de las propiedades topolbgicas de las soluciones, y
no necesariamente de la diferenciabilidad (ver por ejemplo, [BZ], [Si]
y [Wh]). Mencionamos brevemente los sistemas semidindmicos, que
a diferencia de los sistemas dindmicos, son objetos que no toman
en cuenta el pasado, parten del estado inicial del sistema y su
evolucion hacia el futuro, es decir, se presupone la existencia y
unicidad de las soluciones para todo el tiempo t > 0, mientras que
para los sistemas dinamicos, se presupone la existencia y unicidad
para todo ¢ € R. Por ejemplo, la ecuacion diferencial x = —x? define
un sistema semidinamico, pero no un sistema dinamico porque las
soluciones no estan definidas para todo tiempo negativo: se escapan
en un tiempo negativo finito. Los sistemas semidinamicos estan
estrechamente relacionados con los sistemas dinamicos clasicos (para
esto ver [BO] y [Sa]); sus resultados se aplican a una clase mas amplia de
ecuaciones diferenciales que los obtenidos para los sistemas dinamicos.
Los sistemas semidinamicos, tienen su origen en la interpretacion
dindmica de las ecuaciones diferenciales funcionales con retardo y en
las ecuaciones diferenciales parciales de evolucion, en contraste con los
sistemas dinamicos que tienen su origen en las ecuaciones diferenciales

vii



viii Introduccion

ordinarias autobnomas, estas a menudo (en el caso de las no lineales)
tampoco definen sistemas dinamicos (ver [BO]). En el Capitulo 3 damos
una introduccion al estudio de la estabilidad en sistemas dindmicos
aplicando el segundo método de Lyapunov [Ly] y algunos principios
de invariancia. Finalmente en el Capitulo 4 introducimos el método
topoldgico de Wazewski para probar la existencia de separatrices.



Capitulo

La Variedad Central

1.1. La variedad central (Centre manifold)

La idea. Se definen primero variedad estable, variedad inestable':

Se consideran sillas de dimensiones mayores: division de autoval-
ores (raices caracteristicas) en los de parte real positiva y negativa; los
autovalores correspondientes a una y otra clase tienen los subespacios
(lineales) inestable y estable respectivamente.

EsempLo 1.1.1. Consideremos el sistema:

x 1 0 07 [x
yl=]0 -1 o] |y
z 0 0 -1z

Para A; =1y A, = A3 = —1; tenemos lo eigenvectores correspondientes:

1 0 0
vi=10, vo=1{1], wv3=10
0 0 1

Subespacio estable: {y = z = 0} (eje x), subespacio inestable:
{x =0} (plano yz).

Si una o mas raices de la parte real es cero, las soluciones que
corresponden a estas ( poniendo los coeficientes de los términos
con factores exponenciales [correspondientes a raices on partes reales
2z O]=cero ), se llama espacio central (Ver Figura 1.1).

EsempLO 1.1.2. Consideremos el sistema:

X 0 1 0 X
yl=|(-1 0 0 y
z 0 0 -1 |z

Para A, » = +i, A3 = —1; soluciones sin términos exponenciales:

x(t) = xpcost, y(t)=ypsent, z(t)=0.

1Términos mal elegidos en la literatura: la variedad estable es inestable y la variedad
inestable es estable.
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Figura 1.1
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El plano xy (z = 0) es un conjunto (variedad) invariante [si z(0) = zy # O,
aparece un término exponencial z(t) = zoxe~!]; el subespacio central es
{z = 0}; el espacio complementario {x = y = 0}, es el espacio estable; el
espacio inestable es @. Los tres subespacios, E., E,, E; (central, estable,
inestable) descomponen el espacio de estados del sistema

R3=F, x E, x E;

[ simbolo que significa: para todo vector v € R3 se puede
escribir como suma de tres vectores, v., V., V; que pertenecen a
los tres subespacios central, estable e inestable, respectivamente | :
V="Vc+ Ve + V.

Sobre la terminologia espacio central: En el ejemplo 1.1.2 el origen
es un centro con respecto a la restriccion del flujo al espacio central. En
este sentido este es del centro (igual a la traduccion alternativa centre
manifold), sin embargo, la variedad (el espacio) central no tiene porqué
contener un centro si el sistema no es lineal):

EiempLo 1.1.3. Consideremos el sistema:

X 0 1 0] /[x 0
yl=|-1 0 0] |yl —|»
z 0 0 -1] |z 0

Aqui el espacio central es el mismo del ejemplo 1.1.2 (misma parte lineal
implica mismas raices): el plano x7y que también resulta ser invariante
(en este caso especial): sin embargo la restriccion del sistema a este
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no tiene centro, si no foco estable, como se ve facilmente mediante la
funcién de Lyapunov
1
2 2
Vix,y)= E(X +°)
y el principio de invariancia.

[ Por eso no tiene sentido decir variedad del centro (;de cual centro,
si no hay?), sino variedad central (en inglés también seria mas claro
central manifold que centre manifold); lo mejor seria variedad (espacio)
neutral] Ver Figura 1.2.

y A

Figura 1.2

Si el espacio central es invariante (en sistemas lineales esto siempre
es el caso) (como en los ejemplos 1.1.2 y 1.1.3), la variedad central se
puede definir como el espacio central mismo. En sistemas no lineales
esto en general no es el caso; como en el siguiente ejemplo.

EsempLO 1.1.4. Consideremos el sistema:

X 0O 1 O X 0
yl=]-1 0 O yl+ |0
z 0 0 -1 |z x2

Aqui los espacios E., E.,, E; son los mismos de los ejemplos 1.1.2 y
1.1.3, pero E. = {z = 0} no es invariante (pues E. es z = x> & 0 salvo
en x = 0). En estos casos el teorema de la variedad central dice que
si E. # @, existe una variedad V¢ (subconjunto del espacio de estados
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dado por ecuaciones diferenciales) invariante de la misma dimension
de E. y que es tangencial a E. en 0. (Ver Figura 4.1.)

L.

Figura 1.3

La idea de la teoria de la variedad central: Uno quiere averiguar
la estabilidad del origen cuando un sistema que tiene algunas raices
de parte real menor que cero y otras de parte real igual a cero (como
en los ejemplos 1.1.2, 1.1.3 y 1.1.4, anteriores; en el caso de existencia
de raices de parte real mayor que cero se sabe de antemano que 0 es
inestable: hay soluciones [ las de la variedad inestable | que se alejan).

Se prueba que en esta situacién todas las soluciones tienden a la
variedad central y el comportamiento del subflujo en esta determina por
ende el comportamiento del flujo en total. (Ver Figura 1.4).

asitéticamente estable estable, no atractor inestable (tipo silla)
Figura 1.4

En la practica se busca transformar las coordenadas, para llevar
la variedad V, a un subespacio lineal, para poder escribir el sistema
reducido a la variedad central en estas nuevas coordenadas.

EsempLo 1.1.5. Consideremos el sistema:

5 -l A5 ]
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E. ={y =0}, E. = {x = 0} [ ya que los correspondientes autovalores
son 0,y -1 ]. El segundo es invariante, asi que coincide con la variedad
estable, V,; la segunda en cambio no es invariante debido al término
x*. Buscamos una curva

¥ = h(x)
invariante que sea tangencial a E. en (0, 0), es decir que sea en (0, 0) con
tangente horizontal, por lo tanto ponemos

Y =arx®+azx> +- -
sustituyéndola en las ecuaciones diferenciales:
v =h(x)x

—(2azx +3azx° +4asx’ +...)x°)

—y+x*

—h(x) + x*

=—ax® —asx® —(as — Dx* —asx® — ...
= ar=a3=0, as=1, as =0 ag =4,... y resulta
h(x) = x* +4x5 + ...

Esta curva
¥ = h(x)

es la variedad central V.. El flujo restringido a ella tiene (0,0) como
punto asintoticamente estable (localmente), lo cual es claro ya que,
por la primera ecuacion, las soluciones todas tienden a x = 0. Se puede
tomar x como coordenada local en V, cerca de (0, 0), ya que (localmente)
la proyeccion vertical de V, a la recta x es localmente biunivoca. [
Formalmente, la funcién de Lyapunov v = 31x* da: ¥ = xx = —x* la
cual es negativamente definida, por lo tanto (0,0) es asintdticamente
estable.] Ademas V, es (localmente) atractor, ya que (localmente) las
orbitas van hacia y = 0, debido a la segunda ecuacion.

{ La funcion de Lyapunov, v = 3(x? + »?) da:

V=XxX+Yyy
Y
= —x*'1 -y -
la cual es negativa definida en {y < 1}. Considerando la vecindad
Ix|<1, ¥<1

esta resulta positivamente invariante (ya que por la frontera superior y
las laterales son de ingreso estricto por la segunda (primera ecuaciéon
respectivamente). Ver la Figura 1.5.
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Para y — —oc vale v — +oo (condicion de LaSalle), asi que la region
pertenece a la cuenca de (0, 0), que es asintéticamente estable.}

N

e N

Figura I.5

Teoria

Dada la ecuacion diferencial x = f(x), un conjunto S de su espacio
de estados se dice localmente invariante si cualquier solucion con punto
inicial xy € S esta en S durante un tiempo t : [t| < T, T > 0. [Si se puede
tomar T = oo, S es invariante |. Supongamos que la ecuaciéon z = F(z) se
puede dividir en dos tales que:

X =Ax+ f(x,y),

1.1
¥ =By+g(x,y). -1

x . ,
z = NE donde A, B sean matrices constantes , f, g funciones de

clase C? con £(0,0) = 0, y lo mismo para f/, g, g’ [ f/, g’ : matrices
jacobianas], asi que z = 0 es un equilibrio del sistema total,

z=F(2). (1.2)

Finalmente supongamos que todos los autovalores de A sean de
parte real igual a cero, las partes reales de las de B todas menores que
cero. Entonces {x = 0} se llama espacio estable de (1.2), {y = 0} espacio
central del mismo. Si f = g = 0 [ sistema lineal], ambos resultan
invariantes, y se llama también, variedad estable, respectivamente
central.
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En el caso general, si v = h(x) es una variedad invariante y liza (de
clase C') y si
h(0), h'(0) =0,
entonces {y = h(x)} se llama variedad central de (1.2), denotada por
Ve.

1.1.1. Teorema sobre la existencia de la variedad central.

TEOREMA 1.1.6. Bajo las hipotesis formuladas, existe una variedad
central de la forma v = h(x), para |x| < §, conh € C?, § > 0, (variedad
central local).

[Demostracion. Pendiente.]
El flujo en la variedad central esta determinado por la ecuacion

u =Au+ f(u, h(u)) (1.3)

[Esta se obtiene de la primera ecuacion (1.1) poniendo u = x, h(u) = y
|

Teorema sobre el comportamiento (local) del sistema (1.2) a partir
del centro sistema reducido, (1.3).

TEOREMA 1.1.7. (a) Supodngase que la solucion trivial de (1.3)
sea (asintoticamente) estable | Inestable]. Entonces la solucion
trivial de (1.2) (asintoticamente) estable [Inestable].

(b) Supongase que la solucion trivial de (1.3) sea estable. Sea
(x(-), ¥(-)) una solucion de (1.1) con x(0), y(0) suficientemente
pequerios. Entonces existe una solucion u(-) de (1.3) tal que
t — +o0,

x(t) = u(t) + O(e™"),

() = h(u(®) + Oe™").

para cierta constante y > 0. { O(y): funcion f con la propiedad
I %; || es acotado }

(1.4)

Sustituyendo 7y = h(x) en la segunda ecuacién (1.1) se obtiene
h'(x)x = Bh(x) + g(x, h(x))
0 sea
n(x)[Ax + f(x, h(x))] = Bh(x) + g(x, h(x)) (1.5)
hay que agregar las condiciones iniciales,
h©)=0, h(©0)=0

(Ya que V, debe pasar por 0y ser alla tangencial a { v = 0}, ver Figura
4.1 ){Si por ejemplo el sistema es de dimension 3 y E. de dimension
2, x = (x1,x2), h es de la forma h(x;,x,) y escalar, y la segunda

condicion es h'(0,0) = (&, $)(0,0) = 0 < $(0,0) = 0, $£(0,0) = 0.}
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La ecuacion (1.5) es una ecuacion diferencial para V. [es decir, h |,
parcial si h depende de dos o mas variables si dimE,. > 2 (el nimero
de variables de h es igual a la dimensién de E.), y por eso no practica
para determinar V.. Escribimos (1.5) en la forma

Mh(x) =0,
donde M denota el operador diferencial
Mh = W'[A + f(x, h)] — Bh — g(x, h).

Tenemos el teorema siguiente que dice que si una funciéon ¢ de la
misma forma de h, decimos R¥ — R™, parala cual M¢ es pequefia cerca
de 0, entonces ¢ esta cerca de h, siempre que satisfaga las mismas
condiciones iniciales. [ Esto es analogo a la dependencia continua de las
soluciones de una ecuacion diferencial (ordinaria) respecto al segundo
miembro de esta (al campo vectorial), mientras al revés no tiene porqué
ser cierto].

TEOREMA 1.1.8. Sea ¢ una aplicacion de clase C' de una vecindad
del origen de R* en R™, con ¢(0) = 0, ¢'(0) = 0.

Sea (M)(x) = o(|x|?) para x — 0, q > 1. Entonces |h(x) — $(x)| =
o(|x|9).

ErempLo 1.1.9. Considérese el sistema
X =xy+ax® +bxy?,
9= —y+cx?+dxy.

Por el Teorema 1.1.6, existe una variedad central V, : y = h(x) [ siendo
E. igual al eje x, E, el eje v ]. Para una funcion ¢ (que aproxima h), se
define el operador M como:

M = ¢'[xPp + ax® + bxp?] — cx? + dx* ¢

donde ¢ = ¢p(x), ¢’ = Pp’(x) para satisfacer las condiciones iniciales,
tiene que ser ¢ = O(x?), i.e., p(x) = x*> +... Esto da

Mp= ¢ [xp +ax® +bxp?l+ P — cx? +dx*¢p
~~ N~ ~——

ox) 03 O O(x3) O(x*)

O(x*)
=¢ —cx® +o(x?).
Si ponemos ¢ = cx? (la ultima ecuacion indica que esto es una

buena aproximacion), resulta M¢ = o(x?), y el teorema 1.1.8 da
h(x) = cx? + o(x?).



1.2. DEMOSTRACIONES DE LOS TEOREMAS 9

Por el Teorema 1.1.7, la estabilidad de O para el sistema esta
determinado por la ecuacién (1.3) que toma la forma

= 0 +uh)+au®+buh’uw),
~—
=Au
0 sea

i =cu’ +au’ + bc®u’ + cOw®) + (bc>)Ow), o

O(x%)
i =(a+ou’ +ow’)
por lo tanto, 0 es asintoticamente estable si a+c < 0, inestable (repulsor)
sia+c > 0.[Enel caso a+c = 0 se necesita una mejor aproximacion ] {
De hecho, (a + c)u? +ow®) = (a+c)u3[1 +ou?)], [1 +o0(u?)] esta cerca de
1 para u pequeno,] por lo tanto, la expresion tiene el signo de (a + c)u
cerca de 0. }

Esercicio 1.1. (a) Dar uncriterio analogo al del caso a+c =0
(mediante una aproximacion mas precisa de h).
(b) Pruebe que el sistema

X =ax®+x°y,
y=—y+1y +xy—x>.
es asintoticamente estable si a < 0 e inestable si a > 0.
(c) Tratar de la misma manera el ejemplo1.1.5
x=—x3,
¥ =—y+y*+xt
1.2. Demostraciones de los teoremas
1.2.1. Ejemplo preliminar.

X1 01 07 [x 0
X2 =10 0 O Xo | + 0 (1.6)
¥ 0 0 —-1| |y g(x1, x2)

ges “lisa", y g = o(x? + x3) para (x, x2) — O.
Demostrar que el sistema posee una variedad central local.
Modificacién técnica: se define una funcion ¥ : R2 — R, ¥ € C
con soporte compacto (i.e. ¥ = ¥(x1, x») = 0 fuera de cierto conjunto
compacto ), y tal que ¥ = 1 en cierta vecindad de 0, ( en el plano (x;, x»)
). Después se reemplaza g por la funcion:

G(x1, x2) = ¥(x1, x2)g(x1, X2).

[ asi que G = g en una vecindad de 0, y G es de soporte compacto |
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Entonces se reemplaza (1.6) por el sistema localmente idéntico y
lineal salvo en un conjunto compacto:

X1 0 1 0 X1 0
X[=110 0 O X | + 0 (1.7)
v 0 0 -1} |»¥ G(x1, x2)

Demostrar que este tiene una variedad central y = h(x;, x») global:

[Esto implicara que (1.6) tiene como variedad central ( local) la
misma superficie ( por ser localmente idéntica ). |

La solucién de las primeras dos ecuaciones de (1.6) es

x1()=c1+cat, x2t) =co

(co v ¢co son constantes arbitrarias.)

Sustituyendo esto en la tercera ecuacion de (1.6) da

d

T h(cy + cot,c) = —h(cy + cat, c2) + G(cq + cat, )

=gx(t) =gx(t) =:H(t)

Mediante variacion de las constantes esta da:

t
g )= / eSH(s)ds,

to
to juega el papel de una constante de integracion, la cual se puede fijar
(por ejemplo ) en ty = —o0
[ pues at = —co corresponde x; = —oo, lo cual corresponde a G =0
( por tener soporte compacto )].
g*(0) da h(cy, c»), asi que

0
h(xl,xz) = / eSG(Xl + XS, Xz)dS

— 00
Ahora y = h(x1, x») es una variedad invariante:
Fijamos como punto inicial: (cy, ¢z, c3), donde c3 debe ser el valor

0
/ e H(s)ds.

— 00
Para que { ¥ = h(x1, x») } sea invariante, tiene que ser, para toda t,
(c1+cot,co, et ffoo e’G(cy + ¢, cp)ds) un punto de la misma superficie
, lo cual equivale a la identidad

t 0
e_t/ eSG(c1+c25,C2)ds=/ e"G(cy + cot + cou, cr)du

—00 —00
Hacemos la sustituciéon s = t+u, la cual transforma el segundo miembro
en
t
/ e G(cy + 28, ¢)ds

— 00
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lo cual es lo mismo que el primer miembro de la ecuacion. O
1.2.2. Demostracion del teorema. Dado el sistema
X=Ax+ f(x,y), (x € RY)
¥=By+g(x,y), y € R™.

Los eigenvalores de A de parte real igual a cero, los de B de parte
real menor que cero, f,g € C?, f(0,0) = 0, /(0,0) = 0, g(0,0) =0y
g'(0,0) =0, f'y g’ son las matrices jacobianas de fy g respectivamente.

(1.8)

TEOREMA 1.2.1. La ecuacion (1.8) tiene una variedad central y =
h(x), local, i.e. para |x| < 6 (6 > 0), conh € C?.

Demostracion. Se reemplazan las funciones f y g por funciones F
y G de clase C?, e idénticas a f y g respectivamente en una vecindad
del origen 0, y de soporte compacto (como en el ejemplo ).
X = Ax + F(x, y), (x € R¥) (1.9)
¥ =By+G(x,y), y € R™ )
Sean L > 0, b > 0, y X el espacio lineal de funciones h : R¥ — R™ con
constante de Lipschtz Ly cota | h ||< b, y h(0) = 0.
Tomando como norma la del supremo, el espacio X es completo.
{ Pues si {h,} C X es una sucesion de Cauchy entonces para toda
x tal que {h,(x)} es una sucesion de C; definimos limh, = h por
h(x) = lim h,(x), la cual obviamente tiene la misma cota b, y es Lipschitz
con la misma constante L :

h(x) — h(x") = lim (h,(x) — hu (X)) <|| x —x" || L
T
y por definicién h,(0) = 0, por lo tanto, h(0) =0,y h € X. }
Para h € X, x, € R¥, sea x(t, xo, h) la solucién de
X =Ax + F(x, h(x)), x(0,x0,h)=x (1.10)

Las hipotesis garantizan la existencia de x(t, x, h) para toda t.
Ahora definimos un operador T que lleva h en una nueva funcion
Th mediante
0
(o) = [ e Goxts, xo, ), xts, xoc s, (11D

—0oQ

(% =300 (75!5)7[ )

Si h es un punto fijo de T (i.e. Th = h ), se define una variedad
central. Para ver esto se procede como en el ejemplo peliminar: h
satisface entonces en caso de ser punto fijo, la identidad

0
h(x) = / e BSG(h(s, x), h(h(s, x)))ds,

— 00
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y consideremos la solucion de (1.7) con el valor inicial, zo =

[yo =X]?l(X0)] z= B} , la cual denotamos por z(t, z).

Para que el conjunto {y = h(x)} sea invariante es necesario y
suficiente que la soluciéon z(t, zy) quede en él para cualquier zy que
pertenece a este conjunto.

Esto se expresa mediante la identidad,
Y(t, X0, h(x0)) = h(x(t, xo, h)) (1.12)

donde y(t, xg, h(xy)) denota la componente y de z(t, zy) es decir, la
solucion de la ecuacion

¥ = By + G(x(t, x¢, h), ).
(Ver Figura 1.6)

20 /

A
Y

To

Figura 1.6

El método devariacion de las constantes da
t

y(t’ XO; h(XO)) = eBt / eiBSG(X(S, XO’ h)l h(X(S, XO’ h)))ds (113)
{ Sobre la elecciéon de ty = —oo : En el ejemplo, para |t| grande G era
igual a O; en general esto esto no tiene porqué ser el caso; se puede
tomar para t, valor cualquiera.} (1.12) y (1.13) dan

t

h(x(t,xo,h))=e3t/ e BSG(x(s, x0, h), h(x(s, xo, h)))ds,

— 00

identidad que hay que confirmar
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Si h es punto fijo, el primer miembro de esta ecuacion es igual a
Th(x(t, xo, h)), o sea sustituyendo en (1.11) por x(s, xo) Xo
0
h(h(t, xo) = / GUh(s, h(t, xo), hih(s, h(t, xo))ds,
— 00
(suprimiendo “h" en x(t, xg, h)); a fin de cuentas debe valer la identidad
t 0
Bt / e BG(h(s, xo), h(h(s, x0))) ds = / e BG(x(s, h(s, x0)), h(s, xo)ds
0 —00
Como en el caso especial, ponemos u =t + s, y el segundo miembro de
la ecuacion se convierte en

t
eBt / e BUG(x(u — t, x(t, x0)), h(u — t, x0))ds
N————
0 x(u,xp)

lo cual coincide con el primer miembro de la ecuaciéon en cuestiéon. La
afirmacién queda probada.

Ahora seprueba que para las constantes, L, b dadas y € > 0
pequeno, T es una contracion en el espacio funcional X, para aplicar el
teorema de punto fijo de Banach [Ir]: En un espacio normado completo
X una aplicacion T : X — X que es contrdctil en el sentido de que
Jx <1 (x> 0)tal que

Vx X [[T) =T < l[x — ||

posee un punto fijo, y este es Unico. [La unicidad es trivial pues si
Ix=x,Ty =y, ||Tx—Ty| = |x — ¥| ysi x # y, « seia 1; la completitud
es necesaria: Tome X = R\ {0}, T : x — ix. Es contraccion, no tiene
punto fijo (pues 0 es el punto fijo.)] T es contrdctil: existe una funciéon
continua k(e) con k(0) = 0, tal que

|F(x, )| +|G(x, y)| < €k(e)

|F(x, ) — F(x', ") < k@©l|x — x| + ]y — |1, (1.14)

|G(x, ) — G(xX', ") < k(e)l|x — x| + ]y — »'|l.
Vx,x' € Ry, € R™ con |y|,|»/],|x],|x'| < €. por ser F € C?,
F(0,0) = 0 F'(0,0) = 0; la segunda ecuacion por el teorema del valor
medio aplicado a ambas variables por separado.

F(x,y) — F(x', y) = [F(x, y) — F(xX', p)] + [F(x', ) — F(x', ")]
Debido a la hipotesis sobre los autovalores de B, 38, C > 0 : para
s<0, yeR"™:

le=Bsy| < CePs|y| (1.15)
yVr>0,dM(r):

le=%y| < M()e™l|x| (s e R, R¥). (1.16)
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[Posiblemente M(r) — oo con v — 0].
En adelante, se supone b < €. La ecuacion (1.11) da la estimacioén:
0

| Th(xo)| g/ le Gl|ds

0
< C/ efs G ds
. Gl (1.17)
<ek(e) por (1.14)
1
< Cek(e)—= -1
B
(con 1 reemplazado por 1 — ef% si se toma la integral ftg efsds; en

cualquier caso otra constante que se pueda juntar con C.) Para la
continuaciéon ver [Ca], pp. 18-19. O



Capitulo

Sistemas dinamicos.

2.1. Introduccion.

Muchos resultados basicos de la Teoria Cualitativa de ecuaciones
diferenciales no dependen de la diferenciabilidad de las soluciones, si
no so6lo de su propiedades topologicas y de la estructura algebraica de
la recta de los niimeros reales (o de los enteros). Esta consideracién ha
dado origen a la disciplina que se llama Dindmica topologica o Teoria
de grupos de transformaciones, donde se definen “sistemas dinamicos”
axiomaticamente como familias de funciones (“movimientos’) de dos
variables, una de las cuales (es el “valor inicial") pertenece a un espacio
topolbgico o métrico (el “espacio estado” o “espacio fase"; aqui supon-
gamos que sea un espacio meétrico), y la otra parte (el “tiempo”) a la
recta real (R) o a veces los nimeros enteros (Z).

Cuando el espacio estado esta dotado de una estructura diferencia-
ble (en particular, es un espacio euclideano o una variedad diferencia-
ble) se puede exigir ademas que los movimientos sean diferenciables
con respecto al tiempo. En este caso el sistema define una ecuacion
diferencial. Al revés cada ecuaciéon diferencial autébnoma que satisface
las condiciones de existencia global, unicidad de dependencia continua
de ambas variables, define un sistema dinamico. Entonces se habla de
un sistema dinamico diferenciable.

A los sistemas dinamicos en general se les llama a veces también
“acciones reales" (respectivamente de los enteros) sobre un espacio. Por
otra parte, la Teoria de los Sistemas Dindmicos se puede aplicar también
a objetos que no sean ecuaciones diferenciales, como ecuaciones en
diferencias (con Z como ‘“escala de tiempo"), ecuaciones funcional-
diferenciales, ecuaciones integrales o ecuaciones diferenciales parciales
(las cuales se representan como sistemas dinamicos en un espacio de
dimension infinita). Aqui desarrollaremos solamente las ideas mas
indispensables de la teoria de los sistemas dinamicos.

2.2. El Concepto de sistema dinamico

Para las definiciones basicas, la clase apropiada de espacios en
los cuales se definen los sitemas es la de los espacios topologicos ,

15
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aunque mas adelante sera conveniente suponer una meétrica. Por eso
supongamos por el momento que el espacio estado sea un espacio
topologico X.

DEFINICION 2.2.1. Un sistema dindmico es una terna, (X, R, 1), donde
X denota un espacio topoldgico y 1 una funcién continua del espacio
producto X x R en X:
m: X xR — X,

que satisface los axiomas siguientes:
(I) [Axioma de identidad];

mx,0)=x, (Vxe€X) (2.1)
(I [Axioma de grupo o de homomorfial;
w(mm(x, ty), t) =1(x, t; +t2), (Vx € X, t; € R, t, € R). (2.2)

Es muy conveniente reemplazar la notacién 1(x, t) por otra, mas
breve, escribiendo simplemente xt. Con esta, las ecuaciones (2.1) y (2.2)
correspondientes a los axiomas I y II se escriben simplemente como

x0 = x; (2.3)
(xt1)tr = x(ty + to). (2.4)

2.3. Los conceptos basicos relacionados con sistemas dinamicos.

DEFINICION 2.3.1. A cada punto x € X se le asocia un movimiento,
a saber, la funcion m(x,t), con x fijo, la cual es una funcién de t
solamente. La escribimos como 1t,(t).

PROPOSICION 2.3.2. Si el movimiento T, pasa por un punto xi,
decimos x; = Tiy,(,), vale entre dos movimientos Ty y Tx,, la relacion

VE € R) Tix(t) = 1T, (t — ).
Demostracion: En efecto aplicando (2.4), obtenemos:
T, (t — t1) = x1(t — t1) = (xt)(t — 1) = xt.
O

DEFINICION 2.3.3. El rango de la funcién 1, se llama orbita (o
trayectoria) asociada al punto x, y se denota por y(x):

y(x) = {m(t) | t € R}
Analogamente, se definen la semiorbita positiva y negativa:
yE(x) = {m(t) | t € R¥},
R* =[0,00), R~ = (=00, 0]).
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PROPOSICION 2.3.4. Dos orbitas cualesquiera, y(x1) y y(x»), o coinci-
den o son ajenas.

Demostracion: Ejercicio.

DEFINICION 2.3.5. La transformacion 1t del espacio X sobre si
mismo, correspondiente al tiempo t, esta definida como

mH(x) = xt.

PROPOSICION 2.3.6. Las transformaciones 1t forman un grupo que
es homomorfo al grupo aditivo de R.

Demostracion.
(i) Sean tq, t> € R. Entonces

1Ttl ° .n.tz - .n.t1+tz-

(De hecho, esta identidad, aplicada a un punto x, es solo otra
manera de escribir la ecuacion 2.2 correspondiente al axioma
1D).

(i) El elemento neutral del grupo es 0. De hecho, la identidad
(2.2) da en este caso:

¥ o 7t = 0,

Ademas, debido al axioma 2.1, 1 es la transformacion
idéntica:
(x) = x.

(iii) El elemento inverso a 1’ es obviamente 1~

identidad (2.2) da % o 71t = it = w0,
Ademas observamos que el grupo de las transformaciones

' es conmutativo. Esto es una consecuencia inmediata de
la identidad (1.2) y la conmutatividad de la adiciéon de los
numeros reales.

t ya que la

t

DEFINICION 2.3.7. Un conjunto M C X se dice invariante, si para
cada punto x € M vale: y(x) C X.

Otras maneras de expresar esta propiedad son las siguientes.

(a) M es una unioén de o6rbitas. De hecho, se puede escribir como
M = | J{y(x) | x € M} donde, por supuesto, hay que tomar
en cuenta que y(x) es la misma orbita como y(y) si x e y
pertenecen a la misma 6rbita [Proposicion 2.3.4].
(b) Ninguna o6rbita entra o sale de M.
Aqui, y(x) entra en M quiere decir que existen t; y t, tales que
t; <ty y xt; ¢ M mientras que xt; € M.
El concepto de salir es el analogo, solo con la desigualdad t; > t»
en lugar de la otra.
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Convencion notacional: Una funcién de punto a conjunto (como
por ejemplo la funcién que asigna a cada punto x su oOrbita y(x)),
aplicada a un conjunto, significa que se le aplica a cada punto del
conjunto y después toma la union.

EiempLO 2.3.8.
YA = J{yx) | x € A}, (A C X).

Usando esta, la calidad de invariante se puede expresar también en
la forma

M = y(M). (2.5)
Por eso la invariancia estad mejor caracterizada por la relacién
M D y(M). (2.6)

De hecho la inclusiéon D es consecuencia inmediata de la definicion,
mientras la opuesta expresa simplemente el hecho de que cada punto
pertenece a su propia oOrbita [axioma I], y por ende vale para cualquier
conjunto.

PROPOSICION 2.3.9. a) Uniones e intersecciones de conjuntos
invariantes de conjuntos invariantes son invariantes.

o
b) Si M es unconjunto invariante, su interior M, cerradura
M, frotera oM y complemento CM también son conjuntos
invariantes.

Demostracion. a) Sea {M;} una coleccion de conjuntos invariantes, y
M = M; de acuerdo con la caracterizacion (2.6) tenemos que probar
M > y(M). Sea x € y(M), entonces entonces existen x’ y t tales
que x’ € M y x = x't, lo cual implica Vi, x’ € M;, por ende, Vi,
x € y(M;) = M;, o sea x € (|M; = M. Esto prueba la inclusiéon en
cuestion.

La demostracién para el caso de una union de conjuntos invariantes
la dejamos como ejercicio.

b) Probamos primero que la cerradura de un conjunto invariante es
invariante. Sea, M invariante, por ende M = y(M), y v € y(M). Debido
a la caracterizacion (2.6), se trata entonces de probar que y € M. De
hecho, existen x € M, t tales que y = xt, y x, € M tales que x, — X.
Debido a la continuidad de 7t con respecto a la variable de estado, vale
xnt — Xt = y; ya que x,t € M debido a la invariancia de este ultimo,
obtenemos y € M.

En seguida probamos que el complemento CM de un conjunto
invariante M es invariante. De hecho, si M fuese invariante y CM no,
existirian x € CM y t tales que y = xt € M. Por la invariancia de M
deberia estar x = y(—t) también en M, lo cual es una contradiccion.
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(o]
Ahora queda probado también que M es invariante si M lo es, por

concluir sucesivamente que CM, CM = C M y M = CCM son invariantes.
Finalmente, que la frontera aMide un conjunto M es invariante, se
desprende de la identidad oM = M NCM.

DEFINICION 2.3.10. El conjunto M C X es positivamente invariante
(negativamente) invariante si vale y*(M) = M (y— (M) = M). [Estas dos
reaciones son obviamente equivalentes a y*(M) = M, respectivamente,
ya que M C y*(M) valen siempre.]

En otras palabras, un conjunto M es positivamente (negativamente)
invariante si 6rbitas pueden posiblemente entrar (salir), pero no salir de
(entrar en) M. Un conjunto es positivamente invariante y negativamente
invariante. Si tiene una de las dos ultimas propiedades, lo llamamos,
genéricamente, semi-invariante.

La Proposicion (2.3.9) vale igualmente para los dos tipos de semi--
invariancia, salvo las partes del inciso b) que se refiere al complemento
y ala frontera. De hecho, si M, por ejemplo, es positivamente invariante,
pero no negativamente invariante, hay orbitas que pasan de CM a M
a través de la frontera oM, y ésta, en consecuencia, no puede ser
ni negativamente invariante, ni positivamente invariante. Tenemos
entonces la proposicion siguiente.

PROPOSICION 2.3.11. Si M es positivamente invariante, CM lo es
negativamente, y viceversa.

La demostraciéon es un ejercicio trivial.

2.4. Cerraduras de orbitas y semiodrbitas. Conjuntos limites.

De ahora en adelante, supongamos que el espacio X sea un espacio
meétrico.

Introducimos las respectivas cerraduras de las dos semiorbitas y
de la orbita que corresponden a un punto x:

yE(x) y(x).

Un aspecto importante de la teoria cualitativa de las ecuaciones
diferenciales es el conportamiento asintético de los movimientos,
cuando t va hacia +oco. En otras palabras, se trata de responder la
pregunta:

¢A donde van los movimientos cuando ¢ tiende a +00?

Esto explica la importancia de los puntos limites' de un punto o de
una trayectoria.

Hntroducidos por G. D. Birkhoff (1884-1944).
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DEFINICION 2.4.1. El conjunto limite positivo (negativo), o conjunto
limite w () correspondiente a x es el conjunto de todos los puntos y
para los cuales existe una sucesion (t,,) tal que

t, — +oo(—00), xty — .
A los conjuntos limites los de y los denotaremos por A*(x).

Los puntos que conforman estos dos conjuntos se llaman puntos
limites positivos ( negativos )[ o puntos limites w (&) ] de x.

TEOREMA 2.4.2. a) Puntos de una misma Orbita poseen los
mismos conjuntos limites. Por eso se justifica hablar de los
conjuntos limites de una orbita.

b) Los conjuntos limites son invariantes.

c) Los conjuntos limites son cerrados.

d) AT(x)=N{yx(xt) | t e R}.

e) y*(x) = yE(x) UAE ().

f) Si la semiorbita yi(x) es acotada, y si el espacio X tiene
la propiedad de que cualquier conjunto cerrado, acotado
es compacto (como el caso de los espacios euclideanos) los
conjuntos limites son no vacios.

Demostracion. a) y b) los proponemos como ejercicios. ¢) sera una
consecuencia de la parte d). Prueba para d). Probaremos primero que
A*(x) C y*(xt) vale para cualquier t € R. [La relacién analoga para
A~ (x) se prueba de la misma manera.] De hecho, a cada y € A*(x) se le
asocia una sucesion (t,,) tal que t,, — +oo y xt,, — .

Obviamente, t,, > t, para todo n salvo un numero finito. Entonces
es claro que y € y*(xt), ya que xt, = (xt)(t, — t) € y*(xt), para casi
todos los n.

Para probar la inclusion inversa, (otra vez, solo para A*) consider-
amos un punto Yy que pertenece a todos los conjuntos y*(xt), t € R ( ver
la parte d) del teorema 2.4.2 ) . Observemos primero que la definicién
de A*(x) se puede reformular de la siguiente manera:

v € A*(x) siy sélo si, para cualquier vecindad U de y y cualquier
t > 0, existe un valor t' > t y un punto )’ € U tales que y' = xt’ € U.
Debido a lo dicho arrriba, esto implica que y € A*(x).

Para probar e), observemos primero que la inclusiéon “D>" corre-
spondiente es una consecuencia inmediata de la parte d) ( poniendo
t = 0). Para probar la inclusion contraria, sea por ejemplo, y € y*(x), y
sean Yy, € y'(x) tales que y,, — ¥,y t, > 0 tales que y,, = xty,. Si (t,,)
es acotada, existe una subsucesion convergente, ¢/, tal que xt, — xt,
t > 0. Asi que en este caso, ¥ € y*(x).




2.4. CERRADURAS DE ORBITAS Y SEMIORBITAS. CONJUNTOS LIMITES. 21

El mismo argumento vale siempre que (t,) contenga una sub-
sucesion acotada (y por ende una convergente). Queda por considear
Unicamente el caso t,, — +oo, en el cual obviamente vale y € A*(x).

Finalmente para probar la parte f), consideremos una sucesion
cualquiera (t,) que tiende a +oo. Siendo la sucesion (xt,) relativamente
compacta, ella posee una subsucesion convergente cuyo limite es un
punto de A*(x). O

[Para un espacio métrico cualquiera, el conjunto limite de una
semiorbita si puede ser vacio. Sea por ejemplo, X el intervalo (0, +o0) y
la ecuacion x = —x dada entonces las soluciones (que son x(t) = xge ")
tienen conjunto limite A*(xg) vacio.]

Larelacion e) del teorema 2.4.2 puede servir como punto de partida
para una primera clasificacién de las 6rbitas. En primer lugar, se puede
hacer la distincion siguiente:

Caso A: Los conjuntos y*(x) y A(x) son ajenos.
Caso B: Los dos conjuntos tienen por 1o menos un punto en comun.

En lo que sigue nos limitamos al caso de semioérbitas y conjuntos
limites positivos.

Empezamos con el caso B), suponiendo la existencia de t > 0 tal
que xt € A*(x). Entonces debido a la propiedad b) del teorema 2.4.2,
toda la 6rbita y*(x) pertenece a AE(x):

y(x) C A"(x) (2.7)
En particular, x € A*(x). Esto prueba que el caso B) coincide con la
clase de orbitas que caen bajo la siguiente definicion.

DEFINICION 2.4.3. Un punto x [ o su érbita y(x) o movimiento 1, |
es positivamente estable en el sentido de Poisson, abreviado P*-estable
si satisface la condicion

x € AT(x).

Analogamente se define el concepto de P~ -estable
Una subdivisén natural de las érbitas Poisson-estables se obtiene
haciendo una distincion entre de los casos siguientes:

B;) Lainclusion (2.7) es estricta:
Y (%) & AT(x).
B>) La misma inclusién (2.7) es invertible:
Y () = A"(x).
2Segl’m otra terminologia, en lugar de PT-estable se dice también (posi-
tiva/negativamente) recurrente. Sin embargo, hay en este uso del término recurrente

una cierta ambigiiedad, porque el mismo término se usa también en un sentido mas
restringido (parecido al concepto de casi-periodicidad). Véase [NS].
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El segundo caso se presenta cuando y(x) es una oOrbita priodica,
y en particular, cuando es un punto critico, o de reposo, o punto de
equilibrio, y(x) = {x}. Antes deconsiderar el caso con mas detalle, nos
preguntamos si el caso B;) es posible.

Cuando se trata de un flujo en el plano, el caso B;) no puede ocurrir.
[En el caso de que éste sea definido por ecuaciones diferenciales, esto
es una consecuencia de la teoria de Poincaré- Bendixson.] En cambio si
es posible cuando se trata de flujos en otros espacios, por ejemplo en
un toro. De hecho construiremos un flujo en el toro T? = S' x S, que
exhibe este comportamiento, de la siguiente manera.

Partimos de sistema de ecuaciones diferenciales

x=1,
V=«

donde & sea un numero irracional; supongamos « > 0, aunque esto
no es esencial. Ademas fijamos un punto inicial (0, ), (0 < yy < 1).
Identificando los lados del cuadrado unitario, x =0conx =1,y ¥ =0
con y = 1, obtenemos el toro T?2. El flujo sobre este (“flujo cociente")
se obtiene reduciendo cada orbita del flujo en el plano “médulo 1" (
reduciendo cada coordenada a O cuando alcanza el valor 1). Los puntos
de interseccion de la semiorbita en T? que corresponde a la semiorbita
definida arriba, con el circulo x = 0 del toro, se determinan por sus
coordenadas y reducidas mod 1 que toman valores:

(2.8)

Yn=Yo+on( mod 1).

Segtin un teorema de Kronecker, esto nimeros forman un conjunto
denso en el intervalo [0, 1], y ya que la semiérbita intersecta un circulo
x = x1 (0 < x; < 1) cualquiera en puntos y;' = y, + xx1, se ve que
la semidrbita forma un conjunto denso en el toro, mientras que esta
misma forma, por su puesto, un subconjunto propio de él. Ver Figura
2.1

Una pequenia modificacién de este ejemplo nos da un ejemplo
de 6rbitas que son s6lo unilateralmaente Poisson-estables (P* o P7).
Para este fin introducimos en T? las coordenadas toroidales g, 6 (que
corrresponden en el ejemplo anterior a 271X, respectivamente 27Ty
reducidas mod 1)y consideramos el sistema

0
q'9=sen2%+sin2§,
v 0 (2.9)
0 = asin? L + sin22),
x(sin > +sin 2)

Las orbitas de este son la mismas como en el ultimo ejemplo, pues
satisfacen la misma ecuacioén diferencial % = i, equivalente de Z—x =,
con la tinica excepcion que a los valores @ = 0, 6 = 0 les corresponde
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(0,0) 1
Figura 2.1. llustracién del ejemplo.

un punto critico, siendo alla ¢ = 0 = 0. Representamos el toro por el
cuadrado

0<p<2m 0<0<2m,
identificando lados opuestos. Ver la Figura 2.2

27

Figura 2.2. llustracién de la demostracion

El tnico punto critico corresponde a las cuatro esquinas del
cuadrado, y las demas trayectorias a sucesiones de trozos de rectas de
pendiente «. Al punto critico lo denotamos por Py. En particular, hay
exactamente oOrbitas, y; y y», que abarcan trozos de rectas que pasan
por las esquinas del cuadrado. Si « es irracional, estas dos orbitas seran
diferentes (por el teorema de Kronecker mencionado). Denotando por
y1 la érbita que primero se aleja de punto critico para t creciente.
Este ultimo es, por ende, el (Unico ) punto limite negativo de y;. En
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consecuencia, y; no es P~- estable. Por otra parte, igual como en el
caso anterior, y; intersecta al circulo C: @ = 0 en un conjunto denso,
por cual razo6n existen, si fijamos un punto p € y,, valores t,, tales que
pt, — p’ € C cualquiera; obviamente, t,, — +oco. [Pues t, — —oo es
imposible, ya que para t — —oo el movimiento tiende a p, sin cruzar
C, y por otra parte sus puntos de interseccion con este son aislados en
t (diferiendo los instantes en que cruzan entre si por multiplos de 277).
Por esta razoén la sucesion (t,) no puede tener ninguna subsucesion
acotada.] Resulta que C C A*(p), y por ende A*(p) = T? (ya que lo
mismo vale para cualquier circulo @ = constante.) Asi que tenemos

{po}=A"(p), y(») & A(p)=T7

lo cual prueba que y; es P*- estable, pero no P~ - estable. Anadlogamente
se ve que Yy, es P~ -estable, pero no P*-estable.
Caso By). Probaremos el siguiente

TEOREMA 2.4.4. El punto x es periodico siy solo si vale la identidad
YH(x) = A"(x) (2.10)
[O la andloga, y~(x) = A~ (x)].

Demostracion. a) Supongase que se cumpla (2.10). Entonces, por la
invariancia de A*(x), vale también A*(x) = y(x). Esto implica que para
cualquier y = x(—t) (t > 0), existeun t’ > 0 tal que v = xt’, o sea, x(—t),
0 x = x(—t)t = (xt')t = x(t' + t). Es decir que t' + t(> 0) es un periodo de
X.

b) Supongamos que x tiene el periodo t (> 0). x = xt. Verificamos
la condicién (2.10). Primero, sea y € y'(x), por ejemplo, y =
xt’ (t' > 0). Obviamente, cualquier multiplo nt de t es un periodo
de x [x(2t) = (xt)t = xt = x, etc., por induccién]. Entonces,
v = xt' = [x(nt)]t' = x(nt +t'), lo cual implica y € A*(x), pues
nt +t’ — +oo. Resulta

Y (x) C AT(x).

Ahora, sea y € A*(x). Por ejemplo, t,, — +oo, xt,, — . Podemos
encerrar cada t, en un intervalo [k,t,(k, + 1)t), k, € N. Ya que
x(ky,t) = x, tenemos xt,, = x(k,t)[t,—k,t] = x(t,,—k,t). Aquila sucesion
t, — k,t es acotada; por ende posee una subsucesion convergente, la
cual sea t,, y su limite ¢’. Entonces tenemos xt, — xt’, y xt,, — y,
de donde y = xt’, o sea, A*(x) C y*(x). Ambas inclusiones juntas dan
(2.10). O

2.5. Movimientos periddicos.

Hemos usado ya la siguiente definicion:
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DEFINICION 2.5.1. Un punto X es periodico si existe un namero T > 0
tal que xT = x. El nimero T se llama un periodo de x.

PROPOSICION 2.5.2. a) SiT esun periodo de x, vale x(T+t) = xt
para todo t € R.
b) Si x tiene el periodo T, cualquier punto de la misma orbita de
X, ¥ € y(x), tiene el mismo periodo.

Por eso es legitimo hablar del periodo de la orbita, y de orbita
periodica (o movimiento periodico).
Demostracion. a) x(T +t) = (xT)t = xt. b) Sea y = xt; entonces:
YT =xOT =x({t+T)=(xT)t =xt =y. O

Nota 1. Los puntos criticos son periédicos, de periodo arbitrario.
LLamamos periodo primitivo (también periodo fundamental) de x un
numero T > 0 tal que cualquier periodo de x es un multiplo de T.

TEOREMA 2.5.3. Cualquier movimiento periodico que no sea un punto
critico tiene un periodo primitivo.

Demostracion. Sea P el conjunto de todos los periodos de x, (hay que
notar que, segun nuestra definicién todos los periodos son positivos.)
Denotamos
T =:inf P.

Afirmamos que T > 0. En caso contrario, i.e. T = 0, existiria una
sucesion (t,) de periodos tal que t, — 0. Tenemos xt, = x (Vn).
Probamos que, bajo estas condiciones, x seria un punto critico.
Primero observemos que x = xt implica x = x(nt), para todo n
entero. Basta probarlo para n > 0, pues si n < 0, x(nt) = x
implica x = [x(nt)l(—nt) = x(—nt), y para n = 0 de todos modos
es obvio. Siendo la afirmacion claramente valida para n = 1,
procedemos por induccién. Suponiendo que vale hasta n — 1, tenemos:
x(nt) = x[(n — Dt +t] = [x(n — 1)t]t = xt = x, la tltima igualdad debido
a la hipotesis. Para probar que x es critico, es necesario y suficiente
probar que para cualquier t € R, vale xt = x. Con este fin construimos
una sucesion (ty), tal que t, — t, y xty = x para todo k. Sea (€;) una
sucesiéon de numeros positivos que tiende a cero. Entonces elegimos
para cada k un periodo t; < €. Entonces el conjunto {nty | n € Z}
es ty-denso en R ( i.e., cada punto t € R se encuentra a una distancia
< € de un punto del conjunto, por ser nt;, — (n — 1)ty < €x). Elegimos
ny tal que d(t, nty) < ¢. Poniendo t; := nity tenemos que &, — t, lo
cual implica, debido a la continuidad con respecto a valores iniciales,
Xy — xt. Pero t, son periodos de x asi que xt; = x, 0 sea x se
encuentra arbitrariamente cerca de xt, lo cual implica xt = x. Esto
prueba que Siendo T = 0, x seria critico contrario a la hipé6tesis.
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Falta solamente probar que T es periodo de x. Pero esto es una
consecuencia del hecho de que limites de sucesiones convergentes
de periodos son periodos. De hecho, por la definicién de T, existen
periodos t; — T, lo cual implica

xT =lim xt; =limx = x.

Asi que T es un periodo primitivo de x. Ademas es unico, pues
si Ty T' fuesen ambos periodos primitivos, cada uno deberia ser un
multiplo del otro, lo cual es posible s6lo si ambos son iguales. O

COROLARIO 2.5.4. Toda orbita periddica coincide con sus dos conjun-
tos limites.

Demostracion. Esto es una consecuencia del Teorema 2.4.4, alla se
observo primero que (2.10) implica A*(x) = y(x), y (2.10) es equivalente
a la periodicidad de x. Para A~ (x) vale analogamente. O

TEOREMA 2.5.5. Toda Orbita periodica es compacta.

Demostracion. Ya que en espacios métricos la compacidad coincide con
la compacidad secuencial, hay que probar solamente esta ultima. Sea
y*(x) una orbita periodica, con periodo positivo T, y sea t,, una sucesion
numeérica cualquiera. Reducimos los t,, médulo T, lo cual da nuevos
numeros s,, ubicados todos en el intervalo [0, T]. Siendo el intervalo
[0, T] compacto, la sucesion (s,) una subsucesion convergente, decimos
(s;,). Entonces, por continuidad, la sucesion (xs),) también converge, y
de hecho converge a un punto de y*(x), pues si s’ es el limite de la
sucesion (s},), vale xs,, — xs'. O

Agregamos que las 6rbitas son homeomorfas a circunferencias.

Recordemos primero un teorema bien conocido que dice que

Una aplicacion biunivoca y continua de un conjunto compacto es un
homeomorfismo. (Es decir que la aplicacion inversa es automaticamente
continua). Y también este otro:

La imagen de un conjunto compacto bajo una funcion continua es
compacta.

Aplicando estas proposiciones obtenemos que un arco de oOrbita
que no sea un punto critico, {xt | t; < t < t,}, si la 6rbita no es
periodica, o su periodo primitivo es mayor que t, — t;, es homeomorfo
a un intervalo cerrado (pues mapea el intervalo de manera continua y
biunivoca [Por ser el intervalo mas corto que el periodo] al arco).

Volvemos al resultado enunciado anteriormente: Las orbitas
periodicas son homeomorfas a circunferencias.

PROPOSICION 2.5.6. Una drbita periddica, que no sea un punto critico,
es homeomorfa a una circunferencia.
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Demostracion. Sea y(x) la orbita y T(> 0) su periodo primitivo.
Entonces la funcion 1,(t) es una biyeccion continua del intervalo [0, T)
a y(x). Consideremos una circunferencia C dotada de una coordenada
ciclica 8 que sea normada de tal manera que a una vuelta por C en un
sentido determinado corresponde un aumento de 6 por T. Denotamos
la funcion que asigna a cada valor de 6 € [0,T) un punto de C por
@(0). Siendo esta funcion biunivoca, podemos formar su inversa, @1,
que lleva C al intervalo I = [0, T), y es continua salvo en @(0) (donde
asume los limites 0 y T). Por lo tanto, la funcién compuesta, 1y o @1,
es una biyeccién de C a y(x), y es continua salvo en el punto @(0).
Averiguamos la continuidad en este punto. Consideramos primero

una sucesion t,(= 9,,) — 0%, entonces @~ (@(0,)) = 0, — 0, mientras
——"

Pn
®(0,) — P(0),y Tx(t,) — xlocual da o~ (p,) — x. Anadlogamente,
~—

Po

th(= 0) — T implica ~'(p}) = 0, — T [p}, = @(t'n)l, PO},) — po,
M (t,) — x, de donde (¢ ~1(p})) — x mientras p/, — po.

Esto prueba que la funcion 1, o @ ! toma en p, el limite Unico
X, Yy queda demostrada la continuidad de la misma en toda C. Siendo
esta compacta, se concluye que 17, o @ ! es un homeomorfismo de la
circunferencia C a la orbita. Ilustramos esta dermostracion mediante la
siguiente Figura 2.3. ([

0 t=20 T ©(0)

Figura 2.3. llustracion de la demostracion de la Proposiciéon 2.5.6.

2.6. Flujos diferenciables y ecuaciones diferenciales.

Para poder hablar de sistema dinamico (o flujo) diferenciable, es
necesario que el espacio estado X posea una estructura lineal para
poder formar diferencias y por ende cocientes de diferencias que en el
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limite dan derivadas. En particular esto es el caso si el espacio X es
euclideano.

DEFINICION 2.6.1. El sistema dinamico
m: XxXxR—X

es diferenciable si todas las funciones 11, (x € R) (movimientos) son
diferenciables para todo t € R.

De hecho, es suficiente exigir la diferenciabilidad para cada
movimiento so6lo para el punto inicial, ya que entonces resulta
automaticamente diferenciable a lo largo de su dominio que es R.
De hecho, para que m, sea diferenciable en t, es necesario y suficiente
que 1T, sea diferenciable para 0, ya que 11+(0) = (xt)0 = xt = 1, (). Asi
que si 11, es diferenciable en 0, 1, lo es en t.

Ahora supongamos dado en X un campo vectorial f (que asigna
a cada punto x € X un vector f(x)). Exigiendo que en cada punto x
la derivada %TTX(O) coincide con el vector f(x), se llega a la ecuacion

diferencial
a
;0 = Sx) (x € X). (2.11)
Si se cumple esta identidad, decimos que el flujo 1T satisface la
ecuacion diferencial x = f(x).
Escribimos la ecuaciéon (2.12) en la forma equivalente pero mas
acostumbrada:
a
Errx(t) = f(1T, (1)) (teR, x € X). (2.12)
De hecho, para t = 0 esta se reduce a la anterior (ya que 11,(0) = x).
Pero también es consecuencia de la misma. En efecto, para x y t dados,
podemos reescribir (2.12) como

d
aﬂ-xt(o) = f(1x(0)) = f(xt) (t e R, x € X). (2.13)

La cual es (2.11) con xt en lugar de x. La ecuacion (2.12) es la forma
mas explicita de la ecuacion diferencial que se escribe usualmente como

X = f(x),

cual forma debe considerarse s6lo como una notacién abreviada
(va que, entendida literalmente, no tiene sentido.) Podemos decir
que el concepto de sistema dindmico continuo expresa la estructura
algebraico-topologica de la totalidad de las soluciones de un sistema
de ecuaciones diferencial para el cual se cumplen los teoremas de
existencia para toda la recta R (o existencia global), unicidad y
dependencia continua de las soluciones con respecto a los valores
iniciales. Sabemos que todas estas propiedades salvo la existencia
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global, se satisfacen si el sistema cumple una condicion de Lipschitz
en una vecindad de cada punto, lo cual garantiza la continuabilidad de
las soluciones hasta la frontera de cierta vecindad cerrada, acotada del
punto inicial, o si al contrario queda dentro de esta vecindad, entonces
la solucién es continuable por todo el intervalo infinito [0,+00) { v
analogamente, por todo el intervalo (—oo,0], cuando se trata de la
continuacion hacia atras }.

Con respecto a la existencia global, puede ocurrir que una solucion
se escapa al infinito en un tiempo finito, es decir que existe un niumero
t* > 0 tal que las normas de los puntos alcanzados por la solucién en el
tiempo t tienden a infinito cuando t — t*. Este fen6meno lo llamamos
simplemente escape en tiempo finito. Se sabe de la teoria de ecuaciones
diferenciales lineales que estas siempre permiten una continuacion de
las soluciones por toda la recta. Por otra parte, ya entre las ecuaciones
no lineales mas sencillas se encuentran casos con escape en tiempo
finito. Esto sucede por ejemplo con la ecuacion

X = x2.
La integracion da la solucién x(t) con punto inicial xo # 0° en la

forma:
1

1

X0

x(t) =

la cual esta definida so6lo en el intervalo t < Xio suponiendo xo > 0.

(También existe para t > Xio pero nos interesa solamente el intervalo
que contiene 0.) Para t — xio x(t) tiende a infinito en valor absoluto.
Sistemas que son como sistemas dinamicos salvo que sus
movimientos estan definidos solamente en intervalos que no abarcan
necesariamente todo R, se llaman sistemas dindamicos locales (o también
flujos locales Vase [BO]. [Es claro que en este caso el axioma II] vale
Unicamente para los valores de t; y t, para los cuales los respectivos
movimientos estan definidos.] Las ecuaciones diferenciales con escape
en tiempo finito pueden concebirse como sistemas dinamicos locales.
De hecho, para dibujar el retrato fase de una ecuaciéon, no importa si
las soluciones que se alejan al infinito estan definidas o no para toda
la recta, ya que las curvas orientadas que representan las soluciones
(6rbitas) no reflejan esta diferencia; del parametro t s6lo influye en las
orbitas el sentido en el cual este crece. Sin embargo, ecuaciones que pre-
tenden representar sistemas reales, no deben presentar este fenomeno,
por cual razon es util tener a la mano criterios que lo excluyen, como

el siguiente (de Whitney y Wintner *)

3xo = 0 corresponde a la solucién trivial que siempre existe en toda la recta.

4para referencias completas, consulte [N-S] pp.9.
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TEOREMA 2.6.2. Dada la ecuacion diferencial (vectorial)
x=fx), xeR", f:R*"—R"),

con f continua en todo R", sus soluciones estdan definidas en toda la
recta R si la condicion

£l = o(llx[D (2.14)

vale para ||x|| — +oo: [Aqui estamos usando la norma ||x|| = |x1| + ... +
[Xnl, x =01,y Xn).]

Demostracion. Una demostracion se encuentra en [N-S]. O
La condicion (2.14) dice esencialmente que la funcién f no crece
mas que en el caso de un sistema lineal, aunque f no tiene que ser
lineal. En particular, el teorema no cubre el caso (mas importante)
donde el segundo miembro de la ecuacién es un polinomio (como en el
ejemplo dado). En estos casos la cuestion de escape en tiempo finito
tiene que ser decidida individualmente. Daremos unos ejemplos para
ilustrar como se puede hacer esto en un caso concreto.
EiempLO 2.6.3. Consideremos el sistema de ecuaciones,
e XA (2.15)
y==).

La segunda ecuacién, que es independiente de la primera (sistema
en forma tridngular), tiene el origen asint6ticamente estable (todas las
orbitas tienden a él para t — +o0c0). Por eso, si una variable se escapa,
tiene que ser x. Para ver que esto no es el caso, probamos primero el
siguiente resultado (que puede servir para muchos casos parecidos).

PROPOSICION 2.6.4. [Principio de comparacion.] Dadas dos ecuacio-
nes diferenciales, de las cuales una puede ser no autonoma’,

x=f(x,0), (x,f€R), (2.16)
iw=pw), (@:R"—RY, |

y dos puntos iniciales respectivos, xo ¥y Uy que satisfagan las desigual-
dades siguientes:

a) |flx, 0] < (x]), (Vx#0, t)
b) [xo| < |uol-

Sean x(t) y u(t) las soluciones respectivas. Entonces vale:

x| < u(t), (vt > 0). (2.17)

>Es conveniente suponer que la “ecuacién de comparacion sea autonoma.
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Demostracion. Supongamos que existe un valor t > 0 tal que
|x(t)] > u(t). Debido a la condicion b), existe un valor T € (0,t) tal
que
|x(T)| = u(T). (2.18)
(por ser las funciones x y u continuas). Introducimos la funcién
y(t) = |x(t)| — u(t). Entonces (2.18) da (1) = 0. Podemos suponer que T
sea el valor maximal de t dentro del intervalo (0, t) que satisface (2.18).
[Pues si o es el supremo de estos valores de t que satisfacen (2.18), con
T = 0. Entonces y(o,,) — »(0), y ya que y(o,) = 0, también y(o) = 0.]
Asi tenemos:
Y (1)=0, y({t')>0 (Vt' €(T,t]). (2.19)
Por otra parte tenemos:

(7) = ()] — (7)
donde
—— {f(x(T), ) six(1) >0, 220

x| = —f(x(1), 1) six(t)=0.

w(T) = e(u(1).
Independiente del signo de x(1), primero da 3/(t) < 0. Pero, siendo
V(T +h)— (1)

D) = 1 ,
) hl—r>%+ h

y ¥(T+h) > y(T) para h > 0, pequeno, este limite no puede ser negativo,

lo cual es una contradiccion.(Ver la Figura 2.4.) O

to dqrl

o]l

(0,0) T

Figura 2.4. llustracion de la demostracion de la Proposicion 2.5.6.

COROLARIO 2.6.5. Si las soluciones de la ecuacion it = @(u) son
acotadas, las de x = f(x, t) también son acotadas.
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(Pues si x(t)) es una solucion de la segunda ecuacion, con x(0) = xg,
es mayorizada por la ecuacion u(t) de la primera si se toma u(0) > |xg|.)

COROLARIO 2.6.6. Si la ecuacion it = @(u) no tiene escape en tiempo
finito, x = f(x, t) tampoco lo tiene.

La demostracion es trivial, dar los detalles como ejercicio.

EJEMPLO 2.6.7. Probar que X = —7 tiene todas las soluciones
acotadas. De hecho, poniendo @ = 0, tenemos f(x) = — > < @(x)
para toda x; ya que las soluciones de 1t = 0 son acotadas, lo mismo vale

para la ecuacion dada.

OBSERVACION 1. Para probar la acotacion de las soluciones (o la
ausencia de escape en tiempo finito), basta usar una ecuacién de
comparacion, 1 = @(u), para la cual la condicion primero vale para
valores de x absolutamente grandes, i.e., que exista B > 0 tal que
primero se cumple para |x| > B y que las soluciones u(f) sean
uniformemente acotadas, en el sentido que, para cada conjunto U
acotado, las orbitas con puntos iniciales en U tengan una cota comun.
De hecho, si en este caso las soluciones de 1t = @(u) con puntos iniciales
en |u| < A tienen la cota comun M(A), y x(t) es una solucion con punto
inicial x, elegimos una érbita de comparacion u(t) con uy = A > |xo|,
entonces |x(t)|, mientras x(t) permanece en |x| > B, no puede salir
de |x| < M(A). Si entra en |x| < B, y sale depués, para alcanzar en
un momento £; un punto x; tal que B < |x1| < ug, se toma (xy, t;)
como una nueva condicién inicial, y otra vez la 6rbita no puede salir
de |x| < M(A) antes de regresar de nuevo a |x| < B. Repitiendo este
argumento, se llega a la conclusion de que la orbita nunca sale de
|x| < M(A), en otras palabras, tiene la cota M(A).

EiemprLO 2.6.8. Consideremos la ecuacion diferencial
x=x—x°.
Observamos que X < Opara x > 1y x > 0 para x < —1. Ambas

desigualdades se pueden reunir en una: |x| < 0 para |x| > 1. Tomamos
como ecuacion de comparacion # = 0 y vale primero en la forma
|x — x3| < 0 para |x| > 1, por ejemplo |x| > 2. Debido a la observacion,
las orbitas son acotadas.

Nueva formulaciéon del principio de comparacion.

PROPOSICION 2.6.9. Dadas las dos ecuaciones diferenciales donde f
Y @ son continuas.
X=f(), (xfeRY, (2.21)

u = @(u), (p:R* = R). (2.22)
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Introducimos en R" la norma siguiente
|| x| = max{|xy| : k=1,...,n}.

Supongamos que se satisfacen las desigualdades siguientes:

L) lf) < @(lx])  (x#0,t>0),
2) ||xoll < uo (xp € R™, ug > 0).

Sean x(-) y u(-) soluciones de (2.21) y (2.22) respectivamente, que
satisfacen las condiciones iniciales correspondientes:
x(0) = xg, u(0) =uy.
Entonces vale, para todo t > 0, la desigualdad
[x(@)]] < u(®). (2.23)
OBSERVACION 2. Valen las siguientes equivalencias: 1.) equivale a
i < @(lx|),  (i=1,..,n; xF0); (2.24)
(2.23) equivale a
|x: )| <u@® @G=1,..,n; t=0). (2.25)

(Por la forma de la norma).
Demostracion. Supongamos que existe un t* > 0 tal que ||x(t*)| >
u(t*). Siendo ||x(t*)|| el maximo de los numeros |x;(t*)|, existe un
i tal que |x;(t*)| > u(t*). Si denotamos xg = (x},..,x¥), 2.) da
x| < uo, 0 sea, |x;(0)] < u(0). Denotando ¥(-) = |x;(-)] — u(-), tenemos
y(0) < 0, y(t) > 0. Aqui y(-) es obviamente continua, lo cual implica
la existencia de un valor T € (0, t*) tal que (1) = 0. Podemos suponer
sin pérdida de generalidad, que T sea el ultimo valor menor que t* para
el cual vale esto. [ Pues si existen varios puntos con esta propiedad
(posiblemente una infinidad), su sup tiene la misma por continuidad de
y(-), y este lo denotamos por 7. (Obviamente T < T*, ver la Figura 2.5)].

Asi que tenemos:

1) =0, ¥t)>0 (Vte(rt). (2.26)

Formamos la derivada de y(-) en T:

a
y= E['Xi(t)”t:'r — (7).
El segundo término es —@(u(T)), mientras el primero es igual a
xi(T)sgnx;(t) = sgnx;(T) f(x(T), T). Esto da:
1) = £ f(xi(7), T) — (u(T))
< || fCxi(T), )| — @(||x(1)]])
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| 0,0) th t
Figura 2.5. llustracion de la demostracion de la Proposicion 2.6.9.
(porque ||x(7)|| = u(1) ), y esta ultima diferencia es negativa debido a

(2.24). Asi obtenemos
Y(t+h)— (1)

V(T) = lim =————~ <0,

¥ = Jim =
lo cual implicaria (T + h) < (1) para h pequeno, y esto contradice
(2.26) ya que h > 0. O

COROLARIO 2.6.10. Si las soluciones de la ecuacion it = @(u) son
acotadas, las de x = f(x) también lo son, siempre que se cumplan las
hipotesis de la Proposicion 2.6.4.

Pues si x(t) es una solucién de la segunda ecuacion, con x(0) = xg,
entonces esta es dominada por la solucién u(t) de la primera (en el
sentido de la desigualdad (2.23)) si se toma para © una condicion inicial
u(0) > ||xo]|.

COROLARIO 2.6.11. Si la ecuacion (2.22) no tiene escape en tiempo
finito,(2.21) tampoco lo tiene (bajo las hipdétesis de la proposicion 2.6.9).

Esto es una consecuencia trivial.
Ejercicio: Dar los detalles.
EJEMPLO 2.6.12. Probar que todas las soluciones de la ecuacién
1
1+x2’

son acotadas.

Solucion. Podemos usar como solucion de comparacion # = 0, ya
que _1+1x2 < 0 para todo x. Siendo las soluciones de 1t = 0 acotadas
(constantes), las de la funcion dada lo son también por la proposicion.




2.6. FLUJOS DIFERENCIABLES Y ECUACIONES DIFERENCIALES. 35

OBSERVACION 3. [Importante]. Para probar que la ecuacion (2.21)
no tiene escape en tiempo finito, basta exigir que la ecuacion de
comparacion (2.22) tenga esta propiedad, y que la hipétesis 1.) valga
para valores x con ||x| > B, para alguna constante B > 0.

Demostracion. Supongamos que alguna solucion x(-) de (2.21), con
punto inicial xg, tiende a infinito cuando t — t* (t* > 0)5:

lim ||x(®)|| = oc.
t—t*

Por continuidad de ||x(-)||, existe obviamente un valor ¢}, € [0, t*) tal
que ||x(1)|| = B para todo t € [t;, t*). Elegimos un nuevo punto inicial
(th, x(£)) [lo cual en efecto da x'(0) = x(t,) =: xol. Elegimos depués un
valor inicial u’ > ||xj|| para (2.22) y denotamos por u/(-) la solucion con
la condicion inicial u/(t) = uo. Ahora podemos aplicar la desigualdad
1.) a todos los valores t € [t;, t*), ya que ||x(t)|| > B en este intervalo.
Siendo u’ definida para todo t > t}, vale la desigualdad (2.23), en todo
el intervalo [t), t*), ya que u’ es acotada en este intervalo, x(-) lo es
también en contradiccion a (2.25). O
Revision de ejemplo 2.6.12

Siendo X < 0 para todo x, es decir || f|| < 0 (f de la proposiciéon
2.6.9), podemos usar como ecuacion de comparacion a cualquier
ecuacion 1 = € (e > 0). Si alguna soluciéon de la ecuaciéon (x = —137)
no fuese acotada, para cualquier M existrifa un t; > 07 tal || x(t,)|| > M.
Ahora elegimos € = % entonces resulta u(t;) = %tl = M, y (2.23) daria
||x(t1)]] < M, lo cual es una contradiccion.

OBSERVACION 4. Para ser exacto, habria que asegurar que las
soluciones de la ecuacion existen en toda la recta R*. La existencia
local esta garantizada por la continuidad de f(= —ﬁ), y la global por
el corolario 2.6.11.

COROLARIO 2.6.13. [= Teorema 2.6.2] La ecuacion diferencial x =
f(x) no tiene escape en tiempo finito si

Sx) =0(|x])
para || x|| grande (suponiendo que la existencia local esté garantizada).

Demostracion. La hipoétesis signifca la existencia de dos constantes
B> 0yM > 0 tales que || f(x)| < M||x|| para ||x| > B. Se puede usar la
ecuacion de comparacion i = N.  u (N > M) para ||x| > By aplicar el
corolario 2 junto con la observacién 3. ([

6Suponiendo x(t) existente para t € [0, t*).
"Probamos la acotacion en sentido ¢ > 0.
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EJEmMPLO 2.6.14. Consideremos la ecuacion diferencial
X = xsinx.
la aplicabilidad del corolario 2.6.13 es evidente.
Aplicacion al ejemplo 2.6.3:
; _ :;+ x> (2.27)

Fijando una soluciéon particular, con valores iniciales x,, Yy, que
sea x(t), y(t), observemos primero que y(tf) < yo para t > 0. En
consecuencia, tenemos, poniendo f(x) = —x + xy

[FI < [x||yo — 1.

Usando la ecuacion de coparacion it = cu, C = |yo — 1| y el corolario
2.6.11, se ve que no hay escape en tiempo finito. Ver Figura 2.6

Quit

The backward orbit from (3.1. 2.8] et the computation window.
Reag,

The foru rom (3.2, 3.1) > & possible eq_ pt. near (0.028, 0.0012].
The arbit from (3.2, 3.1] eft the computation windaw.
Ready.

Figura 2.6. llustracién de la aplicacién al Ejemplo ?7?.

EiempLO 2.6.15. Consideremos el sistema de ecuaciones
3

X =-x",
) (2.28)
V=X+).
Resolvemos primero la primera ecuacion:
x 1 11 1
t=—/ xPdx = -x? = (= — —),
o 2 Y 27x2 xg?

x(t) = (% +20)7%
X0
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esta esta definida para todo t > 0, y tiende a 0 cuando t — +o00o. Por
eso x(t) es acotada, decimos |x(t)] < M (t > 0) Esto da para la segunda
ecuacion la estimacion

Y] =[x+ y] < [x[+M.
Usando la ecuacion de comparacion 2 = u + M, se ve que esta
no tiene escape en tiempo finito (la sustitucion v = u + M da
V=U=u+M=v, v=vpe!, u=v—M =vpe! — M = (ug + Met — M).)
Ahora el corolario 2.6.11 da la misma propiedad para la segunda
ecuacion, y desde luego para el sistema.

Piint

5 _auit

LT
o

The forward otbit from (0.6, -0.044) left the: computation window.

The backiard orbit from (-0 61, 0.16] left the: compLtation window
Read)
The backwiard orbit from (0.6, -0.044] left the: computation window.
Ready.

Figura 2.7. llustracién del Ejemplo 2.6.15.

Ejercicios Determine cuales de las siguientes ecuaciones y sistemas
tienen escape finito y cuales no:
(1) % =x?paraxg <0, t>0.
(2) % = —x? para
(@) xog <0, t>0,
(b) xo >0, t>0.

5
X = =X,

) % Xy + x2.
x =y,

@ v = -x
X = Xxyz.






Capitulo

Teoria de Estabilidad

3.1. Estabilidad, prolongacion y funcion de Lyapunov

Presentamos la teoria en el contexto de un sistema dinamico en un
espacio métrico X, porque es en éste donde ella donde ella adquiere su
maxima elegancia. Para los ejemplos y las aplicaciones suponemos que
X sea el espacio Euclideano, R™. Usamos las mismas notaciones del
capitulo precedente.

En el primer caso supongamos que esté dado un sistema dinamico
(X, R, 11) que tenga un punto critico (o de equilibrio) que denotamos
por 0 o posiblemente un conjunto compacto invariante M. [Se puede
pensar por ejemplo, en una 6rbita peridédica o en un toro invariante.]
Denotaremos los puntos de X por p y por g para no confundirlos con las
variables. Cuando hablamos de una ecuacion diferencial, suponemos
que esta sea de la forma

X = f(x) (x € R™), (3.1)

con el origen como punto critico, o sea, f(0) = 0, y que satisfaga en una
vecindad de 0 a una condicion de Lipschitz, para representar un sistema
dinamico, por lo menos localmente, siendo el concepto de estabilidad
de Lyapunov estrictamente local.

Sip e Xy A C X, denotamos a las vecindades esféricas de radio r
de estos por B,(p) v B,(A); y las esferas de radio 7 de estos S,(p) y Sy(A)
respectivamente:

Br )={qeX|dp,a <1’} r>0, peX)

(p)={gqeX|d =7},
Y(A)—{q€X|dpA)<r} (ACX)y
S(A)={qeX|d =7}

donde d(p, A) := inf{d(p,q) | v € A}. Si p = 0, escribimos simplemente
B, vy S, para la vecindad y la esfera de estos, respectivamente.

(
(p,
(
(p,

DEFINICION 3.1.1. El punto de equilibrio O es estable (en el sentido
de Lyapunov) si

(Ve > 0)(35 > 0)(¥p € Bs(0)) = y*(p) C Be(0). (3.2)

39
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Usando el lenguaje descriptivo cualitativo se puede decirlo asi: Un
movimiento que empieza cerca del origen, permanece para Siempre
cerca de él. [Se entiende que para t > 0.]

Esta definicién puede aplicarse igualmente a un conjunto compacto
invariante M, hablando de la estabilidad del conjunto M si se escribe en
lugar de Bs(0) y B<(0), Bs(M) y B.(M) respectivamente.

La estabilidad en el sentido negativo, o simplemente estabilidad
negativa, se define reemplazando en la definicion y*(p) por y—(p).

Cabe mencionar que la definicion de estabilidad se asemeja
formalmente a la dependencia continua con respecto a la condicién
inicial, con la diferencia que en el caso de esta la inclusion vale para
arcos finitos de orbitas como p[0, T] entonces solamente, y no para
toda la semidrbita, como aqui. En este sentido, la estabilidad es la
dependencia continua con respecto a valores iniciales uniformemente
con respecto al largo del intervalo. Cuando el equilibrio 0, o el conjunto
invariante M no satisface la condicion de estabilidad, se llama inestable.

En un leguaje mas convencional, se habla de la estabilidad (inesta-
bilidad) de la solucion cero (y no del punto critico).

EjEmpLO 3.1.2. En el caso de una ecuacién escalar de primer orden,
x = f(x), la estabilidad se determina por el término lineal, si este no es
cero. De hecho sea

Xx=f(x)=ax+gx), a0,

donde g empieza con términos de grado 2. Supongamos f de clase C?.
Entonces se puede factorizar f:

x = x(a+x0(1))

con O(1) acotado para |x| pequefio. Para determinar la estabilidad
o inestabilidad, indagamos los signos de x para x > 0y x < 0,
absolutamente pequefios. Observamos la siguiente
Regla: Si en un sistema unidimensional, existe una vecindad {x €
R ||x| < €} de origen en la cual xx tiene signo fijo, entonces:

(i) x =0 es estable si xx <0,

(ii) x = 0 es inestable si xx > 0. Ademas,

(iii) Si xXx tiene un signo fijo para x < 0, y el opuesto (también

fijo)para x > 0, x = 0 es inestable.

Los primeros dos casos se pueden verificar mediante los siguientes
diagramas:(Ver la Figura 3.1.)

En el tercer caso se cumple la condicion (i) por un lado, y (ii) por
el otro, asi que las soluciones se acercan por un lado y se alejan por el
otro, lo cual significa inestabilidad. (Para que haya estabilidad no deben
alejarse hacia ningun lado.) [Ejemplos para los tres casos: (i) X = —x;
(ii) x = x; (iii) % = x?; caso limite de (i): X = 0.]
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—

. x>0
x>0

.__
S
¢ ———
=

I ?
I
I

<0 <0

acercamiento alejamiento

Figura 3.1. llustracién del Ejemplo 3.1.2

Ahora aplicamos esto al ejemplo en cuestion. Ya que a # 0, existe
obviamente una vecindad de O en la cual xX tiene el signo de a; si
a < 0, el origen es estable, si a > 0, inestable.

EsempLo 3.1.3. Consideremos el sistema lineal
x = AXx,

donde A es una matriz constante cuyos autovalores, Ay,...,A,, sean
todos distintos, reales y menores o iguales a cero. Sean vy, ...V, los
autovalores correspondientes. Entonces la solucion general es de la
forma

n
x(t) = Z cruge™,
k=1

donde ¢, son constantes. Siendo los Ay < 0, cuando crece t, el factor
exponencial disminuye (0 queda constante si Ay = 0), mientras los cy vy
son vectores fijos. Obviamente, x(t) no se aleja del origen cuando t
crece, lo cual implica estabilidad.

EsempLO 3.1.4. Consideremos el sistema de ecuaciones
X=—x3,
y=-x-y.

Siendo el sistema no lineal, usamos un método geométrico para
bosquejar el retrato fase y sacar de este una conclusiéon sobre la
estabilidad. Observamos primero que el eje y es invariante, ya que,
x = 0 implica X = 0, es decir que el sistema tiene un conjunto invariante
x =0. Alolargo de la recta vale y = —y (a saber x = 0); las soluciones
tienden hacia el origen. Todas las demas orbitas tienden hacia la recta
invariante x = 0 y la diagonal x + v = 0 es cortada horizontalmente en
direcciones indicadas en la Figura3.2. Debido a la simetria del sistema,
basta con analizar un semiplano, por ejemplo el derecho (x > 0) que

(3.3)
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es invariante. Este se divide en tres sectores, separados entre si por el
eje x y la diagonal (x + v = 0). En los dos sectores mas alto y mas bajo,
ambas coordenadas disminuyen en valor absoluto, mientras, tomando
un punto inicial en el sector intermedio, la 6rbita va hacia la izquierda
abajo, y por eso tiene que cruzar la diagonal para entrar al de abajo, del
cual ya no sale (es positivamente invariante). Por ende todas las 6rbitas
tienden hacia el origen y este resulta estable. (Ver la Figura3.2).

on: 0.804,0.421)

o (0 00022, 000072
e,

1
A7)kt the

Figura 3.2. llustracion del Ejemplo 3.1.4

Ejecicios.

(1) Extender el razonamiento del ejemplo 3.1.2 al caso de ecua-
ciones cuyo segundo miembro empieza con un término ax”,
(p € N) (mas términos de orden superior, ?‘cOmo tienen que
ser a y p para que haya estabilidad?).

(2) Probar que el origen del sistema plano siguiente es estable,

X =—x+)°
y=-y

es estable usando el mismo método (signos de X, ¥) como en
el ejemplo 3.1.4.

(3.4)

3.1.1. Funcion de Lyapunov. Se trata de definir una funcion
escalar, no negativa,
V:X—R

que permite determinar si el origen es estable’.

1Originalmente, en su obra Teoria General de la estabilidad del movimiento(1892),
Lyapunov consideraba ecuaciones no autbnomas, y por eso considero6 funciones de X x R
en R*. La Teoria adquiere su forma mas transparente en el caso de un sistema auténomo
y de una funcién de x solamente.
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DErFINICION 3.1.5. Una funcion de Lyapunov para un sistema
dinamico, (X, R, 1) con respecto a un punto critico 0 del mismo, es
una funcion V de X en R, con las propiedades siguientes:

i) pp — O implica V(p,) — 0. [En particular, esto implica
V(0) = 0]
ii) Si para alguna sucesion (p,), V(p,) — 0, entonces p,, — O.
iii) V es no creciente con respecto a los movimientos , lo cual quiere
decir

4 € y*(p) implica V(q) < V(p).

TeEOREMA 3.1.6. [Condicion suficiente para estabilidad] Si para un
punto 0 existe una funcion de Lyapunov, 0 es estable.

Demostracion: Supongamos que 0 sea inestable. Entonces, invertiendo
la definicion 3.1.1, tenemos:

(Fe > 0)(V6 > 0)Fp € B5(0)) y*(p) Z Be(0)

Consideramos una sucesion (6,) tal que 6,, — 0, y una sucesion de
puntos p, € Bs,(0), asi que p,, — 0, tales que y*(p,) ¢ Bc(0). Elegimos
puntos g, € y*(py) tales que q,, ¢ B<(0). Ahora tenemos, por (i),

V(pn) — 0,

por (ii),

Vian) 7 0
(va que g, /4~ 0). Ambas relaciones juntas dan la existencia de valores
n tales que

Vign) = V(pw),
pero esto contradice a (iii), por ser g, € y*(p.,). O

NoTta 2. Para garantizar la estabilidad no es necesario que la funcion
V esté definida en todo el espacio X. De hecho es suficiente que esté
definida s6lamente en una vecindad de 0. Por otra parte, las funciones
que se usan estan normalmente definidas en todo el espacio, y en
este caso la formulacién de la teoria es mas comoda suponiendo la
existencia de V en todo el espacio.

Ejercicio 3.1. Adaptar la demostracion del Teorema 3.1.6 al caso
donde la funciéon V esta definida solamente en una vecindad U de 0

Para el uso de la funcion de Lyapunov lo importante es poder
verificar en casos concretos la condiciéon de monotonia, (iii), que es la
unica de las tres de caracter dindmico, involucrando la dinamica 1T en
la forma de las semio6rbitas mientras que las otras dos son puramente
geométricas. Si se conocen las oOrbitas la condicién (iii) se verifica
directamente, pero la idea es la de determinar la estabilidad sin conocer
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las orbitas, o sea, sin necesidad de integrar el sistema. Esto se logra
usando la derivada total (o la derivada de Lie) a lo largo del movimiento.
Dada la ecuacion diferencial (vectorial)

x=f(x) (xeR", (3.5)

definimos la derivada total o de Lie de V correspondiente en el punto,
X, COMO
V = (VV(x), f(x)), (3.6)

donde VV denota el gradiente de V' y (,) el producto escalar.

Aplicamos el siguiente resultado conocido: Si V es una funcion de
R" enR, de clase C', y 1t(t) es una funcion de R en R"™, también de clase
C!, entonces una condicion necesaria y suficiente para que V sea no
creciente a lo largo de la curva dada por 1t (en el sentido de que t| < t;
implica V(t,) < V(t1)) es que la derivada total de V, satisfaga

V = (VV(r(t), 11(t)) <0 (Yt €R).

En el caso de que 1T sea una solucion de (3.5) tenemos 1T = f y
el Teorema 3.1.6 adquiere para el sistema dinamico definido por la
ecuacion diferencial (3.5) la forma siguiente [suponiendo f(0) = 0].

TEOREMA 3.1.7. La solucion de equilibrio 0 de la ecuacion (3.5) es
estable si existe una funcion V : R"* — R* de clase C' que satisface las
condiciones siguientes:

i) V(0)=0;
ii) V(x) > 0, para todo x # 0;
iii) V(x) <0, para todo x.

EiempLO 3.1.8. Consideremos la ecuacién diferencial unidimen-
sional
x=ax®"1+g(x), a <0, peN, gx)=0x>r),
Usamos como funcion de Lyapunov la funcion
L,
Vi(x) = Ex .
La derivada total es, segun (3.6),

V(x) = xx = ax®P*? 4 xg(x).
Debido a la condicion sobre los términos de g, existe un € > 0 y una
cota M tales que
|g(x)| < M|x|*P*?, para |x| < €.

La funcién V satisface obviamente las condiciones (i), (i), y es continua.
Si podemos verificar la vigencia de la condicién (iii), queda demostrada
la estabilidad del origen.
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De hecho, siendo a < 0, tenemos, para |x| < €,
Vix) < ax®P1 + |x|].
Siendo |x| < €, tenemos 1 + |x| > 0, lo cual da
V(x) < 0, para |x| < €.

Se cumple la condicién (iii) en una vecindad de (0, 0), lo cual, junto con
la Nota 2 (y el Ejercicio 3.1) da la estabilidad.

EiempLo 3.1.9. Dado el sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias
X=y+ax,
_ ) (3.7)
y=—x+by+cy"-.
Dar condiciones suficientes relativo a los coeficientes a, b, ¢ para
que el equilibrio (0, 0) sea estable.
Solucion. Ponemos V = %(XZ + y?); esta funcion es continua y satisface
las condiciones (i), (ii). Formamos su derivada total [segun (3.6)]:

V=xx+yy=xy+ax®—xy+by*+cy’.

dos términos se cancelan. Para que sea V < 0 para (x, ) cerca de (0, 0),
tiene que ser a < 0, b < 0. Si b = 0, el ultimo término puede causar
V > 0% en este caso habia que suponer ¢ = 0. Si en cambio, b < 0,
tenemos
. 2 2 c
V=ax"+bx"(1+—y).
=~ =~ a
<0 <0
siendo la expresion entre paréntesis positiva para |y| pequefio, vale
V < 0 en cierta vecindad de (0, 0), y el Teorema 3.1.7 (con la Nota 2) da
la estabilidad. Asi tenemos:
Sia<0yb<0,0a<0,b=0,c=0,(0,0)es estable. (En el primer
caso, c es arbitrario, ver Figura 3.3).

EjempLO 3.1.10. En el ejemplo anterior, al poner a =0, ¢ =0, da el
sistema
xX=y,
. (3.8)
y=-x+Dby,

0 escrito como una sola ecuacién de segundo orden,
X —bx+x=0,

que es la ecuacion de un oscilador amortiguado si b < 0, y no
amortiguado para b = 0.

2De hecho, tomando x = 0, y = € sgn ¢ (¢ > 0), resultaria V = €3 ¢ sgn ¢ = elc| > 0.



46 3. TEORIA DE ESTABILIDAD

Figura 3.3. Lustracién del Ejemplo 3.1.9. Izquierda: a =
—1,b=—-1yc=1.Derecha: a=-10,b=0,c=0.
EjEmpLO 3.1.11. Dado el sistema
X=y+z,
y=-x+z, (3.9)

X =ax+by+cz®.

Encontrar los valores a, b, c tales que el origen resulte estable.
Solucién. Ponemos V = 3(x? + y* + z%). Entonces V = xX + yy + zz =
XV+xzZ—xy+yz+axz+byz+cz* =(a+Dxz+ b+ 1)yz+cz?; Si
sepone a=b=—1,c<0,resulta V= —|c|z* <0,y se cumplen las
hipotesis del Teorema 3.1.7

EiemprLo 3.1.12. Consideremos el sistema de ecuaciones
X =2y,

y=—x—9>.

En este caso, la funcion V = 3(x? + »%), no da resultado:

(3.10)

V=xx+yy=2xy—xy—yt=xy—y
Esta no tiene signo fijo:
V(0,y) <0 (y#0),
1 1

. 1

Probamos una forma cuadratica mas general:
1
V= E(ax2 +Dby?),
entonces

V =axx+byy=2axy —bxy —by*=(a — b)xy — by.
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Para anular el término mixto, elegimos a = 1, b = 2, lo cual da:
V==2y'<o0.

El origen resulta estable, ver Figura 3.4.
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Figura 3.4. Lustracién del Ejemplo 3.1.12.

OBSERVACION 5. Todas las funciones de Lyapunov usados en estos
ejemplos eran de la forma general:

V(x, y) = ax® + by*. (3.11)

Estas son formas cuadrdticas positivas definidas para a > 0, b > 0,
es decir, positivas para (x,y) # (0,0). En el caso a = b =1, V es el
cuadrado de la norma Euclideana, asi que la condicién V < 0 significa
que la distancia del punto pt, p = (x, ), con respecto al origen es
una funcién creciente de t. [Anadlogamente para el caso n-dimensional.]
Los conjuntos de nivel de V en este caso son superficies esféricas. Las
trayectorias las intersectan desde el exterior hacia el interior.

En el caso general, (3.11) representa una elipse (en el caso n = 3 un
elipsoide, etcétera). Los conjuntos de nivel de V son curvas (superficies)
elipticas (elipsoidales), y las orbitas las intersectan desde el exterior
hacia el interior. (Ver la Figura 3.5.)

Estos tipos de funciones son las mas comunmente usadas como
funciones de Lyapunov, salvo cuando se usan funciones inspiradas en
nociones de la fisica (como la energia), como veremos mas adelante.

Esercicio 3.2. Probar la estabilidad del origen en los siguientes
casos:
(1)

x = —-x-x3,
' N P G
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Figura 3.5. Los conjuntos de nivel de V son curvas elip-
soidales, y las 6rbitas las intersectan desde el exterior hacia el

interior.
) x = —x*+y,
¥ = ay—1y° (a<0).
x =,
3) ¥y = -—ax,
X = —z+Xxz.

OBSERVACION 6. En el caso del ejemplo 3.1.4° no es facil encontrar
una funcion de Lyapunov que sirve: tomando V = %(x2 +7?), resulta
V=xx+vyy—x*—xy—y~.

Esta funcion no es menor o igual a cero cerca del origen. [Tomando
por ejemplo, x = 10~!, ¥y = —10~2, resulta V = —10* + 1073 — 104 =
1073 — 2 x 1074 > 0.] En casos como este es mas eficaz el método
geométrico (usando signos) que el de la funcion de Lyapunov.

EiemprLo 3.1.13. Consideremos la ecuacion diferencial
X +g(x) =0, xg(x) > 0 (x #0), g(0) =0.

(Se cumple, por ejemplo para g(x) = x). Solucién: Ponemos X = y;
entonces obtenemos el sistema
X =y,
y=—gx).
En un contexto fisico, g, es una fuerza (proporcional a la aceleracion

X [masa =1]). Ya que la funcion de Lyapunov estd inspirada por la
energia, cuyo gradiente es la fuerza, se puede pensar en introducir la

3% = —x3, y=—x— .
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integral definida por g*:

am=/1Mﬂm:
0

(energa potencial).
Agregamos la energia cinética: %XZ = % 2. Da la energia total:
2
WM=%+GWL

Ya que el sistema es sin amortiguacion (en tal caso apareceria un
término con X), se conjetura que V es constante. Verificacion de esto:

(1) Consideremos V como funcién de Lyapunov. Es positiva
definida:
Para

pe
x20:920 = / gndt >0
0

—_———
G(x)

(en caso x < 0 porque tanto g(x) como Xx son negativas.)
Resulta V > 0 (x # 0). Es una funcion real continua que es
integral primera (integral de la energia) cuyas lineas de nivel
son invariantes.

)

. . a x .
Vix)=yv+ a/o gmx(ndt

= —gx)y +g(x)y
=0.

Entonces V es constante a lo largo de las 6rbitas. Por lo
tanto las lineas de nivel forman ovaloides y son érbitas. Para el
nivel V = k? resulta: y = v/2(k? — G(x)). El origen es un centro
(independiente de la forma especifica de g ( !“depende sélo de
sus signos!)).

Erercicio 3.3. Hacer lo mismo pero con amortiguacion:
xX=y,
¥ =—-gx)— h(y),

donde g como antes, yh(y) > 0, y # 0, continua.

4traba 1jo=fuerza por camino
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En el caso del sistema lineal:
Supongamos el caso en el cual todos los autovalores tienen partes
reales negativas y simples: se puede reducir a la forma diagonal

—AL ... 0
0 ... —A,
(caso de Ay para k =1,...,n son reales), asi que:
X1=—AX1,...,Xn=—"2AuXn A >0; k=1,...,n)
Témese la funcion
1
Ve, Xn) = 5,000 X3),
resulta,
V=X1X] 4.+ XpXn = —A) —... — Apx3 <0,

salvo para x = 0. Por lo tanto el origen 0 es globalmente asint6ticamente
estable (GAS).

3.1.2. Diversas condiciones para la estabilidad.

a) La condicion necesaria de Zubov.
Sea M un conjunto compacto en un espacio meétrico X,
invariante bajo un sistema dinamico definido en X.

TEOREMA 3.1.14. Si existe un punto p ¢ M tal que el
conjunto limite negativo de p intersecta M,

A (p)N M+, (3.12)
entonces M es inestable.

Demostracion. Supongamos que (3.12) tiene un valor para
algin punto p ¢ M. Sea q € A~ (p) N M. Elegimos € > 0 tal
que d(p, M) > €. [e existe por ser M cerrado.] Dado cualquier
6 > 0, existe un punto

a € Bs(@ Ny (p),

0 sea, p € y*(q), donde q’ € Bs(M) [por ser g € M] y
p & B.(M), los cuales contradicen a la definicion de estabilidad
(ilustramos este teorema mediante la Figura 3.6.) O

OBSERVACION 7. La condicién del Teorema 3.1.14 (Condicion
de Zubov) no es suficiente para la estabilidad.
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p

Figura 3.6. llustracion del Teorema 3.1.14 (de Zubov.)

EsempLo 3.1.15. Consideremos el sistema de ecuaciones
X =,

y-0, (3.13)

Sea M = {(0,0)}. Obsérvese que todos los puntos con y =0
son puntos criticos. El origen no es estable. De hecho, para
cualquier punto inicial Py = (0, 6), la solucién correspondiente
es x(t) = ot, y(t) = 6. La variable x asume para t > 0 valores
arbitrariamente grandes, lo cual obviamente demuestra la
inestabilidad.

Por otra parte la condicion de Zubov se cumple: los puntos
de la recta v = 0 coinciden con sus conjuntos limites, y los
demas tienen conjuntos limites vacios. (Ver la Figura 3.7).

El proximo teorema muestra que en un caso importante,
la condicién de Zubov si es necesaria y suficiente para la
estabilidad.

Definimos primero:

DEFINICION 3.1.16. El conjunto invariante compacto M es
aislado (entre conjuntos compactos invariantes), si existe
una vecindad U de M tal que cualquier conjunto compacto
invariante contenido en U esta contenido en M.

EjEmMPLO 3.1.17. En el ejemplo 3.1.15 el origen no es aislado
como conjunto invariante, porque es punto de acumulacion
de puntos criticos.
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Y

Figura 3.7. llustracion de la Observacion 3.7.)

EjempPLO 3.1.18. Consideremos el sistema de ecuaciones

x=x(x—-1),

y=-y
El sistema tiene dos puntos criticos [obtenidos poniendo
Xx = ¥ = 0], a saber p; = (0,0), p» = (1,0). La recta y = 0
es invariante (pues y = 0 implica y = 0, y por la unicidad), lo
mismo con el intervalo 0 < x < 1 de ella (siendo delimitado
por punto criticos). Denotamos M = {(x,») | 0 < x <
1, ¥ = 0}. Este conjunto es aislado como conjunto compacto
invariante, pue si tomamos como vecindad U todo el plano,
todas las érbitas fuera de M son acotadas; por eso no pueden
formar conjuntos compactos invariantes. [De hecho, todas las
orbitas con y < 0 son no acotadas para t < 0, y en la recta
v = 0 solo las dentro del intervalo 0 < x < 1 son acotadas
en ambos sentidos.] Asi que los lnicos conjuntos compactos
invariantes son los contenidos en M, que son tres: M, {p;} y
{p2}. (Ver la Figura 3.8).

(3.14)

TEOREMA 3.1.19. Si el espacio X es localmente compacto
M es un conjunto compacto aislado, la condicion necesaria y
suficiente para la estabilidad de M es que para cualquier punto
p & M vale (3.12).

Demostracion. (Un bosquejo.) Supongamos que M sea
inestable. Entonces existe € > 0 y dos sucesiones de puntos
(pn), (an) tales que d(pn, M) — 0, gn & Bc(M) y qn € y"(pu).
(Ver la Figura 3.9).
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ey
& Torward ot from (D.013, 2.1)--> 3 possible . pt. near Co.
 backuard o from (0.013, 2.1} ef the cormputation uindow.

Figura 3.8. llustracion del Ejemplo 3.1.18.)

Figura 3.9. llustracion de la demostracién del Teorema 3.1.19.)

Podemos suponer que d(q.,M) = € y pal0,t,) C Be(M),
donde t, son tales que g, = pnt,. En otras palabras, los
puntos q,, son donde las 6rbitas alcanzan por primera vez la
frontera de B.(M). La existencia de t, y g, es consecuencia de
la continuidad del movimiento. [De hecho sea (para n fijo) s,
el infimo de todos los t > 0O tales que p,t € B.(M). Entonces
PnSn € B<(M) implicaria lo mismo para p,t con t cerca a sy, lo
cual contradice la definicion de s,,. Resulta s,, = t,,.]
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Debido a la compacidad local del espacio podemos
suponer B.(M) compacto por ser M COl’l’lpaCtOS.

Entonces, los puntos g, pertenecen al conjunto compacto
B.(M) y tienen un punto de acumulacion q. Ademas y (q) C
B.(M), pues si existiese un t > 0 tal que q(—t) ¢ B.(M)
mientras que qn(—t) € B{(M) y gn(—t) — q(t), resultaria
q(—t) € B(M), tendriamos una contradicciébn. Entonces
también seria A~(q) C B.(M), y siendo el conjunto limite
invariante (Teorema 2.4.2) y compacto, tendria que estar
contenido en M debido al aislamiento de este. [Se puede
suponer que B¢(M) pertenece a la vecindad U que figura en la

definicion.] O
b) La prolongaciéon y la condicion de Ura. El conjunto de
inestabilidad.

DEFINICION 3.1.20. A cada punto p asociamos un conjunto
D*(p), lamado la prolongacion positiva de p, (mas correta-
mente, la primera prolongacion positiva, pero por ahora no
consideraremos ninguna otra). Esta esta definida como el con-
junto de todos los puntos g para los cuales existen puntos p,
y numeros t, > 0 tales que

Pn — P, Puln — q.

La prolongacion negativa, D~ (p), se define de la misma
manera salvo con t,, < 0.

La prolongacion positiva (negativa) de p consiste de
todos los puntos aproximables mediante semiorbitas positivas
(negativas) con puntos iniciales arbitrariamente cercanos a p.

La prolongacion contiene obviamente la cerradura de
la semiorbita correspondiente (la cual corresponde al caso
pn=p (Vn).

PROPOSICION 3.1.21. La prolongacion D*(p) es:
a) cerrada;
b) positivamente/negativamente invariante;
c) representable en la forma:

D*(p) = [ {y*=Bs(p) | 6 > 0}.

Demostracion. Dejamos la demostracién como ejercicio. [b)
es facil, c) relativamente facil, a) mas complicado.]

>Si M es compacto y el espacio es localmente compacto, a cada punto p € M se
puede asignar una vecindad de cerradura compacta, y un subconjunto finito de ellas
forma una vecindad de M que contiene una e-vecindad con € suficientemente pequeno.
Ver la Figura 3.10.
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Ejemplos de prolongaciones. Los casos donde la prolongacion
coincide con la cerradura de la semiorbita son triviales. Los no
triviales son los donde D*(p) se extiende mds alld del conjunto

limite.
EsempLO 3.1.22. Dado el sistema

x =
y = 0.

?‘Cuales son las prolongaciones D=(0) [0 = (0, 0)]?

Respuesta:
D*(0) = {(x,») | x >0, ¥y =0},
D (0)={(x,») | x £ 0, y=0}.
Pues las soluciones son
x(t) = xo + yt, Y(t) = ¥o.
Poniendo

pE =075, yE =0, yf—0,

(3.15)

(3.16)
(3.17)

resulta pft = (vitt,yE), los cuales, par t fijo, n — oo,

convergen a 0.

Ponemos yi = +e,, tn(é). Asi resulta pit, = (+t/,0);
variando t' en R*, esto cubre la semirecta R* x {0}. Ver la

Figura 3.10.
I
o N P,
‘l K
| G
—>
¢ pi ®
0,00 ¢ R °
4 < I , a
— — -_—= = = = = = & -
° |
®
- [
T = Pntn o .
° ~ |
yd
<&

Figura 3.10

@ =p

+t+

n-n
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Se puede expresar la relacion de prolongacion asi:

El punto q estd en la prolongacion positiva de p si existe
una sucesion de orbitas que se acumulan tanto en p como en q
Y que pasan primero cerca a p 'y depués cerca a q.

Eiercicio 3.4. (a) Dado el sistema de ecuaciones diferen-
ciales: '

X = X,

y o= -
determine la prolongaciéon D*(p) para p = (0, —1). [Dibuje
primero el retrato fase del sistema, y aplique la obser-
vacion que acabamos de hacer.]

(b) Sea g € A~ (p). Pruebe que p € D*(q). Esto es un caso

especial de la relacion de simetria

a€D'(p)& peD (p).

TEOREMA 3.1.23. [Condicion de Ura.] Si M es compacto y el
espacio X localmente compacto, M es estable siy solo si

D"(M) = M. (3.18)

Demostracion. a) Si vale (3.18), M es estable (suficiencia).
Supongamos que M sea inestable [Condicion de Ura]. Entonces
existen € > 0, (py), (ty) talesque p,, - p € My qn = Putn €
0Bc(M) (ty). (Ver la Figura 3.11.)

Figura 3.11

[De hecho, para encontrar p, observamos que los p,
pueden ser elegidos de tal manera que d(p,, M) — 0, lo cual
significa que

3p',, € M) d(pn,p’,) — 0.
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Entonces (p,) |y por ende (p’,)] posee una subsucesion
convergente por ser M compacto; sea p = limp’, (= lim p,).]
Debido a la compacidad local del espacio, M posee una
vecindad compacta; en particular podemos suponer que la
cerradura de B.(M) sea compacta. Entonces la sucesion (q,)
posee un punto de acumulaciéon g que esta ubicado en 0B.(M),
lo cual implica g ¢ M. Por depuracion de la sucesion (py,) se ve
que q € D*(M), lo cual contradice (3.18).

b) Si M es estable, vale (3.18) [necesidad]. Esta parte la
dejamos como ejercicio. O

Ademas se puede observar, que esta parte del teorema no
depende ni de la compacidad de M ni de la compacidad local
de X. Asi que tenemos:

TEOREMA 3.1.24. Para un sistema dindmico en un espacio
métrico M vale: Si el conjunto cerrado M es estable, vale la
relacion (3.1.18).

Por fin probaremos mediante un ejemplo, que para la parte
de la suficiencia, la compacidad local de M es indispensable.

EiempLO 3.1.25. Consideremos el espacio X obtenido de
R? eliminando el conjunto {(x,y) | x > 0, y =0} y el sistema
X x% + 7,
vy = 0.
El origen es inestable, en R? seria D*(0) = Rt x {0}; pero este
conjunto no pertenece a X. (Ver la Figura 3.12).

Y

(3.19)

MAN A

Figura 3.12
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3.2. Conjuntos limites, conjuntos limites prolongacionales y puntos
errantes. El teorema de LaSalle (principio de invariancia)

3.2.1. Conjuntos limites prolongacionales y conceptos relaciona-
dos.

DEFINICION 3.2.1. El conjunto limite prolongacional positivo®de un
punto p, denotado por J*(p), es el conjunto de todos los puntos g para
los cuales existen sucesiones (p,) vy (t,) tales que p,, — p, t, — +o0,
dn = Pultn — q.

Analogamente, se define el conjunto limite prolongacional negativo,
J~(p), cambiando la condicién para los t,, en t,, — —oo.

PROPOSICION 3.2.2. Los conjuntos J*(p) pueden expresarse de la
siguiente manera:

JE(p) = ({D*(pD | t = 0}. (3.20)

PROPOSICION 3.2.3. a) A las prolongaciones D= (p) se les puede
representar como Sigue:

D*(p) = y=(p) U JE (). (3.21)

b) J i(p) son cerrados e invariantes.
o) Siq=pt, J*@ =J=(p).

Primero observemos que existen ciertas analogias llamativas entre
los conceptos que figuran aqui y los conceptos tratados en el capitulo
1. Mientras que las semi6rbitas y* juegan el mismo papel en ambos
casos, se corresponden por una parte las cerraduras de las semidrbitas
y las prolongaciones D*, por la otra los conjuntos limites A* y los
conjuntos limites prolongacionales J*. De hecho, todos son cerrados,
y* y D* son semi-invariantes, A* y J* invariantes. Los dos tltimos
pares de conjuntos son los mismos para para todos los puntos de la
misma Orbita, por cual razon se puede hablar de los dos conjuntos
limites y dos conjuntos limites prolongacionales de una 6rbita, y de los
de una semiorbita que tengan el mismo signo. Igualmente, se observan
las analogias entre las representaciones d) del Teorema 2.4.2 y (3.20)
por un lado, y entre e) del mismo Teorema 2.4.2 y (3.21) por el otro.
En lo que se refiere a las demostraciones, estas son también parecidas
a las correspondientes del Capitulo 1. Por eso nos limitamos aqui a
agregar las demostraciones que aparecen en la literatura. En el Lema
3, reproducido aqui’ la parte i) corresponde a la parte a) de nuestra

bMas exactamente, se deberia llamarlo primer conjunto limite prolongacional positivo
Pero, ya que no consideramos mas que este, suprimimos el adjetivo primer [los de ordenes
superiores estan tratados en Bhatia y Szegd, obra cit., cap. VII, 63.7]

"Ver Boletin de la Sociedad Matematica mexicana, 9(1964), pp.59.
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Proposicion (3.2.3), (ii) a la Proposicion (3.2.2), (iii) a la segunda mitad
de b) en la Proposicion (3.2.3), y (iv) a la parte c¢) de la misma.

Ademas hay que tomar en cuenta que en este trabajo se usa en
lugar de J* la notacion mas antigiia, A}, (en desuso).

LEMA 3.2.4. Sea x € X. Entonces
(1) D*(x) = y"(x) U J"(x);
(i) J*(x) = N{D*(xt) | t € R} = {D*(xt) | t > to} para cualquier
numero rea ty;
(iii) J*(x) es (positivamente y negativamente) invariante; y
(iv) Sit e R, J*(xt) = J"(x).

Demostracion. (i),(iii) son consecuencia inmediata de la definicion. Para
demostrar (ii), primero observamos que J*(x) esta contenido en ambas
expresiones de la derecha. Si y € D*(xt), para todo t (arbitrariamente
grande), entonces para cualquier t y para cualquier € > 0, existe un
T>0yun x’' € X con d(x,x’) < € tal que d(y, x'(t + T)) < €. se sigue
inmediatamente que y € J*(x). Finalmente,

J(xt) = ({D*((xt)s) | s € R}
=({D*(x(t+5) | s € R} (3.22)
=({D*(xs) | s € R} = J*(x).

Esto demuestra (iv). O

Los detalles de las demostraciones de las partes (i) y (iii) pueden
llenarse como ejercicios. La demostraciéon de que J*(p) son cerrados
es parecida a la correspondiente relativa a A%, aunque un poco mas
complicada. Una demostracion se encuentra en [B-Z]. Otro resultado
util es el siguiente.

PROPOSICION 3.2.5. Si q € Ai(p), entonces Ji(p) C Di(q). En
particular, si A*(p) # @, J*(p) C DE(AE(p)).

[En este caso el conjunto limite prolongacional de un punto estd
contenido en lia prolongacion de su conjunto limite.] Agregamos la
demostracion tomada de la misma fuente. Hay que observar que en el
enunciado falta la hipotesis A*(x) # @, pues de hecho puede ocurrir
que A*(x) es vacio mientras que J*(x) no lo es. Esto sucede en el caso
de un punto silla impropio (o punto silla en el infinito) al cual veremos
en seguida.

LEMA 3.26. Si x € X ¥y w € A%(x), entonces J*'(x) C D*(w).
(Consecuentemente J*(x) C DY (A*(x))).

Demostracion. Sea y € J*(x). Entonces existen sucesiones {x,} v {t,}
con x, — X, t, — +00, V¥ Xntn, — . Puesto que w € A*(x), existe
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una sucesion T, con T, — oo tal que x(t,) — w. Podemos suponer
si pérdida de generalidad que t,, — T, > O para cada n. Consideremos
las sucesiones {x,T1},{xnT2}, {xnT3},.... Por la continuidad de m,
tenemos x, Ty — XTi para cada k fija. Podemos elegir subsucesiones
(x},) de (xy) con la propiedad: d(x), Ty, XTp < 1y d(X;nTp, xTy) < =
para m > r donde x, = x,. La sucesion {x)T,} tiende a w. En
realidad, d(x), Ty, w) < d(X), Ty, XTy) + A(XTy, W) < % +d(xT,, w) — 0.
Note ademas que, si {t},} es la subsucesion de {t,} correspondiente
a la subsucesion {x},} de {x,}, entonces t,, — T, > 0 para cada n.
También, puesto que {x/,t,} es una subsucesion de {x,t,}, se sigue
que x/,t), — y.Pero x),t!, = (x), T,)(t,, — Tn), Y, Puesto que x, T, — Wy
t), — Tn > 0, tenemos y € D*(w). Esto completa la demostracion. O
Ejemplos de conjuntos limites prolongacionales.

EiempLo 3.2.7. Consideremos el sistema de ecuaciones

‘ 2 2
3.‘/ _ o (3.23)

Todas las 6rbitas son rectas horizontales o partes de tales. El tinico
punto critico es el origen (s6lo en él se anulan simultaneamente).

Fijamos los puntos p = (x1,0), g = (x2,0), x; < 0 < x», entonces
q € J*(p), pero q ¢ y*(p). De hecho, y*(p) = {(x,») | x1 < x <0, y=
0}, mientras que J*(p) = {(x,») | x > x1, ¥ = 0}, ya que las orbitas
rectilineas con y # 0 se acumulan tanto en p como en g y estan
orientadas en el sentido de x creciente. (Ver Figura 3.13).

Y

~
pn - dn = pntn
>
N
i
> X
*~—> *~—>
p 0,00 g
N
U
N
7

Figura 3.13
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EjempLO 3.2.8. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

X =X,
y=-y.
Este sistema tiene el origen como conjunto silla®. Si p, g estan ubicados
en las separatrices que tienden a o en sentido positivo/negativo,
respectivamente, entonces vale q € J*(p), ya que existe una familia

de orbitas que se acumulan en ambos puntos y tienen la orientacion
correspondiente. (Ver la Figura 3.14).

(3.24)

Y
Y
q
<—e¢—> I &
0
1 Gn = Pnln
bt Pn
Figura 3.14

Esercicio 3.5. Determine el cojunto J*(p), p = (0, 1) para el sistema
x =x(1—x),
(3.25)

. 1
V=yx- E)

DEFINICION 3.2.9. Se dice que el sistema tiene un punto silla
impropio (o también punto silla en el infinito) si existen puntos p
con las propiedades

AN(p)=2, J'(p) # 2.
(0 lo mismo con los signos invertidos).

EsempLO 3.2.10. Consideremos el sistema

; _ l_f’yz (3.26)

8g] concepto de prolongacion fue concebido originalmente por Poincaré y por
Bendixson en el contexto de un punto silla, y depués generalizado por Ura.
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Este sistema no tiene puntos criticos (pues x se acumula en y = 0, y en
v = +1). Hay dos orbitas rectilineas: y = +1. La derivada de x cambia
de signo al cruzar la orbita al eje x, lo cual tiene la consecuencia de
que la franja —1 < < 0 esta llenada de semio6rbitas negativas que se
acumulan en la 6rbita y’(y = —1), y 0 < y < 1 por semiorbitas positivas
que se acumulan en y”(y = 1). Ver la Figura 3.15.

Figura 3.15

Asi que la misma familia de oOrbitas se acumulan en todos los
puntos tanto de y’ como de y”, y en consecuencia, si p € y’, q € y”,
vale g € J*(p), ya que cada orbita se acerca primero a p y depués a g (en
sentido de t creciente). Por otra parte, vale A*(p) = A*(q) = @, asi que
se cumplen las condiciones para un punto silla impropio. Notese que
en este caso, como el de una silla impropia en general, la Proposicion
3.2.5 no es aplicable, porque falla la hipotesis A*(p) # @.

DEFINICION 3.2.11. El punto p se dice errante si p ¢ J*(p). Si
p € J*(p), a p se le llama no errante.

PROPOSICION 3.2.12. El punto p es errante siy solo sip ¢ J*(p). Le.,
no hay diferencia entre errvante en sentido positivo y negativo, (contrario
al caso de la estabilidad de Poisson).

Esto es una consecuencia inmediata de la antisimetria de las
relaciones binarias q € Ji(p) :

acl'pepel @ (3.27)

la cual a su vez es una consecuencia inmediata de las definiciones.
Larelacion (3.27) es la misma que vale para y* y—, y para P'y P~.En
cambio no vale A*, A~ como muestra el ejemplo de X = —x, tomando
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p =1, q = 0. En este caso vale g € A*(p), pero A~ (q) = {q}, asi que
p ¢ A~ (q). (Ver la Figura 3.16).

q
>— o —€ |
Figura 3.16

Este ultimo tiene que ver con la no antisimetria entre la estabilidad
de Poisson positiva y negativa.

La antisimetria tampoco vale para y*, como muestra el mismo
ejemplo.

Mencionamos que la estabilidad de Poisson, en cualquiera de los
dos sentidos implica la propiedad de no errante, (porque AT C J*), o
equivalentemente errante implica no Poisson estable en ninguno de los
dos sentidos.

Eiercicio 3.6. Pruebe que p es errante si y solo si se cumple la
condicion siguiente:
Existe una vecindad U de p y T > 0 tales que

UNUt=o paratodo t > T.

{Esta es la definicion antigua de errante (antes de la introduccion de
los conjuntos J*, por ejemplo en [N-S], obra cit., p. 353).}

EJercicio 3.7. Probar que si p es errante (no errante), cualquier
q € y(p) tiene la misma propiedad. Se trata de propiedades de la orbita.

TEOREMA 3.2.13. Los puntos limites son errantes.

Demostracion. Sea g € A*(p). Entonces existe una sucesion (t,) tal que
ptn, — qyt, — +oo. Podemos elegir una subsucesion (t},) de (¢,,) tal que
t), > ty+n.Denotamos py, := pty, qn = pt),, t = t, —t,(> n). Entonces
vale g, = pty(t), —tn) = pat), — q (por ser (q,) una subsucesion de (p,,)
que tiendea g y t/) > n — +c0.) Tenemos en resumen: p,, — ¢, dn — 4,
an = puty, t — +oo, de donde g € J*(g), i.e., que es no errante. O

3.2.2. Localizacion de conjuntos limites. Fl teorema de LaSalle.
(Principio de invariancia.) Uno de los pasos mas importantes en el
analisis cualitativo de un sistema diferencial consiste en determinar
donde se ubican los conjuntos limites. Para esto podemos utilizar un
tipo de funcién parecida a la funcion de Lyapunov que se llama funcion
de LaSalle.
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TEOREMA 3.2.14. Dado un sistema dindmico en un espacio X y una
funcion continua v de X en R con la propiedad de que la funcion v sea
no creciente a lo largo de las orbitas (t > 0 = v(pt) < v(p)). Entonces
v es constante a lo largo de las Orbitas que constituyen los conjuntos
limites.

(Recordamos que los conjuntos limites son invariantes, o sea,
constan de 6rbitas enteras [Teorema 2.4.2, parte b)]).

Si el sistema dinamico esta dado por una ecuacién diferencial
x = f(x), la condicion de constancia de v a lo largo de una o6rbita se
reduce a que la derivada de Lie, ¥(x) = (Vv, f)(x), se anule a lo largo de
ella. [Vea la ecuacion (3.6)]. Entonces podemos formular el teorema de
la forma mas condensada:

(Vx) A%(x) C {x'| v(x') =0} (3.28)

Sin embargo, no todos los puntos de este ultimo conjunto tienen que
ser puntos limites (por ejemplo, U puede ser constante, y entonces el
conjunto es todo el espacio entero). Para localizar con mas precision
los conjuntos limites del sistema, utilizamos el hecho de que estos son
invariantes (de esto se deriva el nombre de principio de invariancia).

Entonces, como consecuencia tenemos que en la inclusion de
(3.28) podemos reemplazar el conjunto que alla figura por el conjunto
invariante maximal al cual contiene, o sea, la union de todas las orbitas
con la propiedad de que ¥ se anule en ellas idénticamente. Una manera
de escribir estas inclusiones mas estrictas es la siguiente:

(Vx) AT(x) C U{y(x’) | 710> y(x)}. (3.29)
Resumimos esto en el siguiente

CoroLARIO 3.2.15. [Principio de invariancia de Lasalle]. Bajo las
mismas hipotesis del Teorema 3.2.14, valen las inclusiones (3.29).

Antes de entrar en la demostracion del Teorema 3.2.14, presenta-
mos un ejemplo sencillo que subraya la importancia del principio de
invariancia.

EJEMpPLO 3.2.16. (Oscilador lineal amortiguado). Consideramos la
ecuacion
X+x+x=0,
0 equivalentemente el sistema

x =,
. 3.30
5 ( )

I
|
X
|
=
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Para determinar los conjuntos limites, usamos como funcién de LaSalle
1
VX, ¥) = 50 + 57
(que es la mas natural), obteniendo como derivada de Lie
U=xX+yy=—»7
la cual es menor o igual a cero (dando, incidentalmente con v como
funcion de Lyapunov, la estabilidad del origen). Asi que se cumplen las
hipoétesis del Teorema 3.2.14. La derivada ¥ se anula en {y = 0}, asi que
segun el Teorema 3.2.14 todos los conjuntos limites estan ubicados en
esta recta. Mas alla de esto, el Teorema 3.2.14 no da informacion.

Si por otra parte, tomamos en cuenta (3.29), encontramos que el
unico conjunto invariante contenido en la recta y = 0 es el origen,
pues, para que una oOrbita esté contenida en ella, tiene que anularse en
ella la derivada idénticamente la derivada 37, lo cual da la condicién
y=—-x—y=0,0seay=—x; siendo y = 0, sigue (x,y) = (0,0).

Tenemos el resultado que el tinico punto limite posible es el origen. De
hecho tenemos:

Vp=(x,2) A'(p)=0, A~ (p)=2.

La primera parte es consecuencia del Teorema 2.4.2, parte f), siendo
todas las oOrbitas acotadas debido a v < 0; por ende A*(p) # @. La
segunda parte se desprende de la estabilidad del origen aplicando, por
ejemplo, el Teorema 3.1.14 [condicién de Zubov].

Demostracion del Teorema. El teorema es de hecho un corolario de
un teorema mas general y del hecho de que los puntos limites son no
errantes (Teorema 3.2.13). Por esto formulamos el teorema siguiente,
mas general. O

TEOREMA 3.2.17. Bajo las hipdtesis del Teorema 3.2.14, v es con-
stante a lo largo de cualquier orbita no errante. [Segun el Ejercicio 3.7,
ser no errante es propiedad de la orbita, no del punto individual].

Demostracion. Esta sera un consecuencia del siguiente lema.

LEMA 3.2.18. Siv es continua y no creciente a lo largo de las orbitas,
vale lo siguiente:

¥ € D'(x) = v(y) < v(x). (3.31)

%n general, en un sistema con unicidad, para que un hiperplano de coordenada,
{x; = 0}, contenga un conjunto invariante A, es necesario y suficiente, que x; = 0 en cada
punto de A. De hecho, la necesidad es obvia; la suficiencia es consecuencia inmediata de
la unicidad (X; = O tiene solucion x; = 0).
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Demostracion. Sean (x,), (t,) tales que x,, — X, Vn = Xuln — Y,
t, > 0. Entonces (vn) v(y,) < v(x,) por la monotonia, y v(x,) — v(x),
v(vyn) < v(y) por la continuidad. La desigualdad se extiende a los
limites, asi que vale la desigualdad por probar. [La argumentacion se
puede resumir en el siguiente esquema:

v(yn) < vixy)

v(y) < vx)

]. O

De (3.31) se desprende inmediatamente el Teorema 3.2.17. De
hecho, (3.31) obviamente vale para J*(x) en lugar de D*(x), siendo este
un subconjunto de aquel. Por otra parte, si x es no errante, x € J*(x),
por definicion. Ahora, sea y = xt, t > 0. Entonces,

v(x) < v(y) < vx),

la primera desigualdad por el Lema 3.2.18, siendo J*(y) = J*(x), por
ende x € J*(y), v la segunda por la monotonia. Resulta v(y) = v(x),
para cualquier y € y*(x); si ¥ € y (x), y también es no errante, y se
puede repetir el mismo argumento intercambiando x y y.

Ahora el Teorema 3.2.14 sigue de los Teoremas 3.2.13 y 3.2.17.

El Teorema 3.2.17 tiene un alcance mas grande que el 3.2.14,
porque no todos los puntos no errantes son puntos limites, como prueba
el ejemplo siguiente.

EijempLO 3.2.19. Consideremos el siguiente sistema
7 =0,
Y =(0—-m°+@—1)°.

Debido a la primera ecuacion, todas las érbitas estan ubicadas en
circunferencias v = constante. Debido a la segunda ecuacion, el tnico
punto critico fuera del origen es 6 = 1, ¥ = 1, lo denotamos por p*.
Asi que todas las orbitas son periddicas salvo la 6rbita no constante en
¥ =1 que se adhiere al punto critico en ambos sentidos. La denotamos
por yi, y elegimos un punto g en ella. Resulta g no errante: sean g,
puntos en orbitas distintas de y; que se acumulan en gq. (Ver Figura
3.17).

Los g, son periodicos, y sus respectivos peridodos primitivos, T,
tienden a infinito (pues en el caso contrario podriamos suponer t,, — T,
y por continuidad resultaria gt = limg,T, = limg, = q,) y q seia
también periodico, lo cual no es el caso). Asi que tenemos:

(3.32)

an = 4, dnTn — (4, Tn — OO,

de donde g € J*(q), o sea, q es no errante.
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Figura 3.17

Por otra parte, g no es punto limite de ninguna o6rbita (pues todas
las orbitas distintas de y; coinciden con sus conjuntos limites por ser
periodicos, y At (y;) = {p*}).

En el caso de este sistema todas las funciones continuas no
crecientes son cionstantes a lo largo de todas las érbitas, poque todas
son no errantes. En este caso el Teorema 3.2.17 se trivializa. Un ejemplo
donde esto no es el caso se obtiene madiante la siguiente modificacion:
Las circunferencias v = v, = (1 — %) son ciclos (6bitas periddicas),
conectadas entre si por oOrbitas espirale. Sean y, estos ciclos, y la
circunferencia » = 1 conste de un punto critico p* y una otra orbita yj.

Tomando como funciéon de LaSalle v(r,0) = 7, resulta ¥ = 0
exactamenteentv =0, v =7, y 7 = 1, los cuales forman exactamente las
orbitas no errantes (todas menos y, periodicas).

El Teorema 3.2.17 se puede extender aun mas, a puntos no errantes
superiores, contenidos en sus conjuntos limites prolongacionales
iterados finita o transfinitamente. Damos aqui un ejemplo sencillo
donde todas las 6rbitas son no errantes de primero y de segundo
orden:

EjempPLO 3.2.20. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

7 =0,
$=(0— . (3.33)
Los puntos con 6 = 1, y sélamente estos (incluyendo el origen) son no
errantes. Los demas son no errantes de segundo orden, o sea,
p € J5(p) =T J(p)).
(J7 :=J"), y no de primer orden. Ver Figura 3.18.
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Figura 3.18

Ejercicio 3.8. Probar esto en detalle.

Ejercicio 3.9. Construir un ejemplo parecido donde los puntos no
criticos son errantes de orden tres.

Nota terminolégica y bibligrafica. En la literatura [Bhathia-Zsegd
obra citada, capitulo IV] los puntos no errantes de algian orden (no
necesariamente finito) se llaman rcurrentes en el sentido generalizado.
(Alla no se trata al teorema de LaSalle.)

EjempLO 3.2.21. Dado el sistema en el plano,
X=Xx+XxY,
y=y+x’y.

se trata de localizar los puntos limites.
Solucion. Usamos como funcion de LaSalle la variable y: v(x,y) = vy,
porque su derivada, ¥ = y(1 + x°) cambia de signo solo una vez y lo

hace en un conjunto invariante: y = 0. Por eso dividimos el plano en
dos regiones invariantes:

C:={y>0}, ¢ ={y<oO}

En cada una, ¥ es de signo fijo, y la restriccion del sistema a cada region
puede considerarse como un sistema dinamico independiente. Entonces
los conjuntos limites pueden estar, segin el Teorema 3.2.14, solamente
en la recta v = 0, donde ¥ se anula. El Corolario 3.2.15 (Principio de
invariancia) en este caso no da ninguna informaciéon adicional porque
{y = 0} es invariante.

En cambio lo que si da informacién adicional es el hecho de que los
conjuntos limites no son errantes. De los puntos de {y = 0}, el origen

(3.34)
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es el punto critico, por ende, no errante. Los demas son errantes como
se ve usando como segunda funcién la variable x :

Va(x,¥)=x

vy = x(1 + x).

Esta derivada tiene un signo fijo en cada uno de los conjuntos
negativamente invariantes {x z 0, ¥ > —1} vy se anula Gnicamente en
x =0y, y=—1.Porlo tanto {)y =0, x # 0} consta de puntos errantes.

Asi resulta que el origen es un unico punto limite. (También
el tnico punto critico.) Es el punto limite negativo de todas las
demas orbitas, y punto limite positivo so6lo de si mismo (repulsor
global). Esto se ve usando la funcién v = %(x2 + %) la cual da
U= xX+yy=x%(x+2y)+3*(1+x? > 0 en la vecindad {y > —1}
del origen. Esto significa que cerca del origen las orbitas se alejan de el.

Para asegurar fehacientemente que el origen es deveras un repulsor
global hay que probar que todas las semio6rbitas negativas son acotadas.
De hecho las Unicas que podrian alejarse serian las de la region
{y < —1}; ya que para ellas || es decreciente con t — —oo, tendria
que ser

1+x2
AR ke

En esta expresion, y no tiende a cero, y |1+y| es acotado, mientras
que el segundo factor tiende a infinito. En consecuencia la condicion es
imposible y por lo tanto resulta que todas las orbitas tienden al origen
parat — —oo.

| — 0.

Y

-1 T

Figura 3.19

Nota 3. El Teorema 3.2.17 sigue valido si se suponen las hipotesis
en una vecindad semiinvariante de la 6rbita a la cual se aplica, porque
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los arcos x,[0, t,] que figuran en la relacion x € J*(x), si salen de la
vecindad, ya no reentran.

Ejercicio 3.10. Determine, de manera parecida, los conjuntos

limites del sistema
T=7r(1—-7),
) .0 (3.35)
Y = sen 5

3.2.3. Estabilidad Asintética.

DEFINICION 3.2.22. Un conjunto compacto invariante se dice atrac-
tor si existe una vecindad U de M tal que

Vx € U) tlim d(xt, M) = 0.

El conjunto de puntos con esta propiedad se llama region de atraccion
o cuenca del atractor M. Esta la denotamos usualmente por A(M). Si
esta es todo el espacio, llamamos M atractor global.

Otra definicion que se usa es la siguiente:

DEFINICION 3.2.23. Sea A una vecindad de M (compacto, invariante).
M es atractor con cuenca A(M) si A ={x |2 #A*(x) C M}.

Nota 4. La condicion A*(x) # @ es necesaria:

Considérese la ecuacion x = x. Aqui A*(0) = 0; parax # 0, A*(x) = @
Se cumple A*(x) C {0} para todo x, pero el origen no es atractor sino
repulsor.

Las definiciones 3.2.22 y 3.2.23 son equivalentes si el espacio es
euclideano.
Demostracion. Ejercicio (un poco mas exigente.)

En espacios métricos en general la definicion 3.2.23 no implica la
otra y por eso es inadecuada.

EJEMPLO 3.2.24. Sea X el subespacio de R? obtenido quitando de
este el disco 72 = x% + 1> < 1 (ver Figura 3.20),

salvo el punto p = (0, 1), que se supone punto critico. Las demas
orbitas sean espirales que tienden a v = 1. {p} es un atractor en el
sentido de la definicion 3.2.23, pero no en el de la definiciéon 3.2.23.

DEFINICION 3.2.25. El conjunto compacto invariante M es (global-
mente) asintoticamente estable si es estable y atractor(global).

Las dos propiedades que constituyen la estabilidad asintética,
es decir la estabilidad y la atraccion o (propiedad de atractor) son
independientes entre si.

Por ejemplo, el origen del sistema x = y, v = —x (centro) es estable
pero no atractor.
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Figura 3.20

Por otra parte, el sistema que figura en el Ejercicio 3.10 es un
ejemplo de un atractor inestable. { Mas ejemplos se encuentran en
[B-S], obra citada, Chapt.V, sect.1}.

TEOREMA 3.2.26. Para que M sea un conjunto compacto invariante
sea asintoticamente estable y su cuenca de atraccion contenga una
vecindad B de M, las siguientes condiciones son suficientes:

i) B es compacta y positivamente invariante.

ii) Existe una funcion v : B — R*, continua, estrictamente
decreciente a lo largo de las orbitas en B\ M, t > 0, entonces
v(xt) < v(x).

iii) v=(0) = M.

Demostracion. a) M es estable porque se cumplen las condiciones
del Teorema 3.1.6. b) Para probar que M es atractor, supongamos lo
contrario. Entonces existe un punto x € B y una sucesion (t,) tal que
t, — 400, pero xt, / M. Debido a la compacidad de B, podemos
suponer que (xt,) sea convergente, por ejemplo xt,, — ¥ ¢ M. Por la
invariancia positiva de B vale y € B. Segun la Nota 3, siendo y punto
limite, por ende no errante, podemos aplicar el Teorema 3.2.17 que nos
dice que v es constante a lo largo de y(y). Esto contradice la condicion
ii). U

CoROLARIO 3.2.27 (Condicion para la estabilidad asintotica local.).
Si B es una vecindad de M cualquiera, y si se cumplen las condiciones ii)
y iii) del Teorema 3.2.17, M es asintoticamente estable. Aqui se supone
que el espacio sea localmente compacto.
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Demostracion. La estabilidad sigue como en el Teorema 3.2.17.
Observamos que existe una constante A > 0 tal que B’ := {x | v(x) < A}
es una vecindad de M y B’ C B. De hecho, siendo M compacto, existe
€ > 0 tal que B(M,e) C B. Entonces por la continuidad de v y la
condicién iii), usando otra vez la compacidad de M, obtenemos un
A > 0 tal que

B C B(M,¢€) C B.
Que B’ es una vecindad de M es obvio por iii). Su invariancia positiva
es consecuencia inmediata de ii); es cerrado por continuidad de v, y
compacto para A pequeio si el espacio es localmente compacto. Se
aplica el Teorema a B'. O
EiempLo 3.2.28. Consideremos el sistema de ecuaciones
X =—x+x°,
y=-y—xy.
Solucion. Usamos la funcion de Lyapunov v = $(x? + y°).
Esta da:

(3.36)

U=xx+7yy=—x*1—-x°) —y*(1 +x).
Esta expresion es negativa para (x,y) # (0,0) si las dos expresiones
entre paréntesis son positivas, i.e., |x| < 1. Elegimos como regiéon B la
siguiente:

Bem ={0¢, M) ||x] <1 —¢€, [y <m}, (€>0,m>0).

Esta satisface las condiciones del Teorema 3.2.26 para cualquier
€ € (0,1), m > 0, asi que la cuenca del origen contiene todos estos
conjuntos, por ende la franja |x| < 1.

No puede extenderse hasta x = 1, porque (1, 0) es un punto critico,
y la recta x = 1 es invariante (en ella vale x = 0). Averiguamos si la
cuenca se puede extender mas alla de x = —1.

Observamos que X = —x(1 — x) > 0 para x < —1; por eso alla
no puede haber puntos limites (x es una funcion de LaSalle.) Las
orbitas con puntos iniciales en {x < —1} tampoco se pueden escapar
al infinito'°. Por lo tanto, estas Orbitas necesariamente cruzan la recta
x = —1 y son atraidas hacia el origen. Tenemos como resultado:

El origen es asintoticamente estable!'! y su cuenca es el plano x < 1.
(Ver Figura 3.21).

10yna estimacion elemental muestra que en {x < —1} vale y(t) < Cx(t) para cierta
constante C, asi que 1y tiene variacion finita en intervalos finitos.

11Que lo es localmente es una consecuencia del hecho de que el sistema reducido a
la parte lineal tiene autovalores negativos.
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Capitulo

Teoria Topologica de WazewsKi.

La teoria topologica de Wazewski nos permite establecer la existen-
cia de separatrices y sirve en muchas partes de la teoria cualitativa.

4.1. Sistemas autoénomos.

Presentamos la teoria en el contexto de un sistema dinamico
definido por una ecuaciéon diferencial, suponemos que esta sea de
la forma

x = f(x) (x € R™), 4.1)

con el origen como punto critico, o sea, f(0) = 0, y que satisfaga en
una vecindad de 0 a una condiciéon de Lipschitz, para representar un
sistema dinamico, por lo menos localmente.

DEFINICION 4.1.1. Dada una regiéon G C X (espacio fase) y su
frontera, 0G. Un punto q € 0G es el consecuente de p € G si
q=pt(t > 0)y pl0,T] C G [q es el primer punto en el cual y*(p)
alcanza la frontera 0G.]

X

q=p7

q es el consecuente de p € G

Figura 4.1. llustracion de la Definicién 4.1.1

75
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Sobre la notacion: pt es la notacion abreviada para x(p,t), la
solucién [de un sistema auténomo X = f(x)] con valor inicial p :
x(p,0) = p.

PrOPOSICION 4.1.2. Sip € Gy y*(p) ¢ G, existe un consecuente unico

q dep.
Demostracion. Si y*(p) ¢ G, existe un t > 0 tal que pt ¢ G. Los
conjuntos 0G y pl[0, t] son ambos cerrados (el segundo por continuidad
del flujo), por lo tanto, 0G N p[0, t] # @ (por ser p € G, pt € Gy pl0, t]
conexo) y también cerrado.

SeaT={1€10,t] | pT € 0G}, entonces T es cerrado, pues en caso
contrario, existiria una sucesion {t,} C T tal que t,, — to y £y € T; por
continuidad del flujo, pt,, — pto ¢ 0G, mientras que pt, € 0G lo cual
no es posible siendo oG cerrado y, por ende posee un primer elemento,
que llamamos T,. Entonces pT, es el consecuente. Ver la Figura 4.2. [J

X
q 7+ (p)

0G

Figura 4.2. llustracion de la Proposicion 4.1.2

Analogamente se define el antecedente:

DEFINICION 4.1.3. Dada una region G C X y su frontera, 0G. Un
punto g € 0G es el antecedente de p € G si existe T < 0 tal que g = pT
y plT,0] C G| q es el ultimo punto en el cual y*(p) abandona la frontera
0Gl.

Bosquejamos el significado de la Definicion 4.1.3 mediante la Figura
4.3.

El consecuente de p lo denotamos con C*(p) (ver la Figura 4.4) y, el
antecedente de p con C~ (p).
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q=pT7

Figura 4.3. llustracién de la definicién de antecedente.

X oG

C*(p)

Figura 4.4. llustracion de la definicién de cosecuente de un punto.

El tiempo para alcanzar el consecuente lo denotamos por T* y, para
alcanzar el antecedente con T7~. Entonces

pTtt =CH(p) [v" > 0,7 <O0l.

Los subconjuntos de G para los cuales T+ esta definido los
denotamos por X*. Es decir, 3* = {p € G | It* > 0,7~ < 0]y pT* =
C*(p)}. =* es el conjunto de puntos de G cuyas orbitas alcanzan la
frontera en sentido positivo (negativo) se llaman las sombras.

Entonces T+ son funciones de 3* — R¥*, y C* son funciones de
st 0G.
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Tenemos las aplicaciones:

T 3F o RE,
Ct:s* - 0G,
(con la exclusion del 0.)

Ademas denotamos : 0G O S = C*(Z*), (ver Figura4.5 ) oG D & =
C~(Z7), (£,8 son conjuntos para los cuales las orbitas alcanzan la
frontera de G, en sentido positivo (negativo).) Llamamos al conjunto S
conjunto de salida (egreso), integrado por los puntos de salida (egreso).

Al conjunto £ conjunto de entrada (ingreso) integrado por los puntos
de entrada (ingreso).

X oG

%%

qgesS

Figura 4.5. llustracién del conjunto C*(Z*).

El punto g € S es de salida estricta (Ver Figura 4.6) si existe € > 0
tal que
G, para—€<t<0,
qt € { 0G, parat=0, 4.2)
CG, para0 <t<e.
Ejemplos de salida no estricta.
Ver la Figura 4.7.
Los puntos de entrada (ingreso) estricta se definen analogamente.
El punto g € £ es un punto de ingreso estricto si existe € > 0 tal que
CG, para—€ <t <0,
qt € < 0G, parat =0, 4.3)
G, paraO<t<e.

(Ver la Figura 4.8)
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oG

salida estricta

qe

Figura 4.6. llustracion de la salida estricta.

X
salida no estricta

Figura 4.7. Salida no estricta, en la figura de enmedio, los
puntos de salida en y*(q) se acumulan en g.

Notacién:

S* = {puntos de entrada estricta} = {q € 0G | cumple (4.2), }

&* ={puntos de salida estricta} = {q € 0G | cample (4.3)}.

Los conjuntos %, * son los subconjuntos de 3* donde T+ toma valores
en S*/E*, es decir
i={pec|Tpes}

S, ={peG|T(pet}.
Ver la Figura 4.9.
LEMA 4.1.4. Las funciones

Ti:Z*i — R*
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oG

Figura 4.8. llustracion de la definicion de ingreso estricto.

Figura 4.9. llustracién del conjunto de puntos de salida estricta.

son continuas.

Demostraciéon. Lo demostramos para T*. Sean p,, p € .75, pn — p.
Entonces hay que demostrar que 1*(p,) — T'(p). Lo hacemos en dos
pasos

(1) imTt*(py) < T(p);
(2) IimT*(pn) > T (p).

Para la demostracién de (1). Supéngase lo contrario. Entonces

I{p),} C {pn} tal que Ilim T (p)) = T° > T'(p).
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Elegimos € > 0 tal que
T(p)+2e <7, y (4.4)

plT(p) +€l ¢ G. (4.5)

(El ultimo es posible por ser pT*(p) = C*(p) € S por hipotesis.)
Entonces tenemos (por ser CG abierto y pt continuo en p):
(Ver la Figura 4.10.)

G oG

prt p(tt +¢)

oG

Figura 4.10. llustracion de la continuidad de 7" en X.,.*.

pL(T*(p)+€) ¢ G paran grande. Ademas: T'(p)+€ < T" —€ < T'(p},)
[por (i)] para n grande [por definicion de 7*], los que juntos significarian
que p), sale de G antes de T*(p),), contrario a la definiciéon de este. Lo
cual prueba (4.1.4).

Demostracion para el caso (2), suponiendo lo contrario existiria una
subsucesion (p),) C (py) tal que T*(p),) — T < T'(p). Entonces pt* € G
por definicion de T* y entonces (por continuidad, ya que p’ — p vy
T™(p)) — T): p, T'(p)) € G para n grande; contrario a la definicion de
T*(p),). Esto prueba (4.5). O

OBSERVACION 8. En general T+ no son continuas en Zi. (Ver la
Figura 4.11.)

DEFINICION 4.1.5. Si A es un conjunto en un espacio topologico X vy,
B C A, entonces la aplicacion

p:A—B
se llama una retraccion, si p es continuo y su restriccion a B es la
identidad, es decir,
Vp € B, p(p) = p.
[Borsuk].
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G oG

Figura 4.11. llustracién de que T* no necesariamente es
continuaen X*.

A la imagen de un conjunto A bajo la retraccion se llama retracto.

EjEMPLO 4.1.6. Sea X =R", sea A = {x € X | ||x|| < R}. Entonces A
es un retracto de X. Una retraccion esta dada por

x, si|x|| <R,
P(X) =19 gy (4.6)

Ty St lIx|| > R.

Ahora extendemos X* y 3% a la frontera de G para que incluyan
S, 8*, &, £*, respectivamente y, extendemos C* a S (£) poniendo (ya
que p, — pyT(p,) — T

CH@)=q para g€ S(q € €).

COROLARIO 4.1.7. Las aplicaciones

C+:Z:—>S*,
Cflzg — &%,

son retracciones (y por ende S* y £* son retractos de Zf.)

La demostracion se sigue de que, C*(p) = pt=(p), T y pt son
ambas continuas [el segundo en las variables (p,t)]1 yen S*(E*), CH(C)
se reducen a la identidad. O

TEOREMA 4.1.8. (Teorema de Wazewski) Si S = S* (Todos los puntos
de salida son estrictos), y si S no es un retracto de G, entonces G contiene

1y por ende pT(p) son continuas con respecto a p.
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una semiorbita positiva. Andlogamente, si £ = £* y £ no es un retracto
de G, entonces G contiene una semiorbita negativa.

Demostracion. Si G no contiene semiorbitas positivas, esto es decir
que todas las orbitas salen en sentido positivo. Entonces tendriamos
G=>"=5"(pues S =3, implica que 3" = >_7) y por el Corolario
4.1.7 S tendria que ser un retrato de G, donde G es una region. O
Usualmente usamos el Teorema 4.1.8 de la manera siguiente.

COROLARIO 4.1.9. Si S = S8*, y este conjunto es diconexo, entonces no
todas las orbitas salen.

Demostracion. Si S no es conexo, existe una descomposicion S =
S1USz, con §1(NS2 = &, S; v S, abiertos relativos a S. Si todas las
orbitas salieran, tendriamos

G-y -y sUY s s NY s e
G=Y =Y siUY s Y s si e

donde Y"S; = {p € G| C*(p) € S;}, para i = 1,2, y también para las
respectivas sombras de S; vy S», Y. S = {p € G | C*(p) € S}}, para
i=1,2.

(pues si p € .7, y*(p) sale por S; o por S, y nada mas por uno de
los dos, ya que son ajenos y todo punto tiene un consecuente unico).
Ademas > S; y 3.7 S, son abiertos en > (como imagenes inversas
de abiertos bajo la funcién continua C*). Tenemos una descomposicion
de G = Y_" en conjuntos abiertos y ajenos, lo que implicaria que G es
diconexo; entonces este no seria region. O

4.2. Aplicacion a sistemas en el plano.

4.2.1. Separatriz en un punto critico. Dado el sistema de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias

X = f(x,),
y = g, ). @.7)

con condiciones usuales sobre fy g. Tenemos el siguiente teorema

TEOREMA 4.2.1. Sea G una region acotada, simplemente conexa en
el plano y su frontera, 0G homeomorfa a un circulo.

Supodngase que la frontera contiene un solo punto critico, p, y que
G no contiene puntos limite positivos de semiorbitas en G. Ademads todos
los puntos de egreso son estrictos y el conjunto de egreso, S, no es vacio
y es disconexo. Entonces existe una semiorbita positiva en G que tiende
ap, esto es, A*(G) = {p}.
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Demostracion. Por el Corolario4.1.9, existe en G una semiorbita
positiva, y*. Siendo G compacto, y* posee cuando menos un punto
limite en G, ya que los puntos limites en G estan excluidos, existe uno
en 0G. El resto del Teorema sigue si podemos probar que ningiin punto
de 0G, salvo p, es punto limite. Ya que L*(y*) es invariante y cerrado,
no puede ser toda 0G, pues 0G contiene puntos de salida estrictos asi
que 0G no es invariante.

Ahora supéngase que A*(y") contenga una 6rbita no critica y;. Los
conjuntos limites (positivos y negativos) de ésta se reduciran a un punto
critico cada uno [ pues y; C 0G y esto es homeomorfo a un circulo. en
este se puede introducir una variable ciclica, o, que seria obviamente
monoétonamente en y;; de aqui la existencia de puntos limites tinicos.]
(Ver la siguiente Figura 4.12.)

oG

P

Figura 4.12. llustracién del Teorema 4.2.1.

Pero p es por hipoétesis el inico punto citico, es decir que y; — p
en ambos sentidos, y esto esta excluido por ser A*(y*) & 0G. Se queda
como unica posibilidad A*(y*) = {p}. Esto prueba el Teorema. O

OBSERVACION 9. Nétese que hay regiones simplemente conexas,
acotadas cuya frontera no es homeomorfa a S, ver la Figura 4.13

Figura 4.13. Region simplemente conexa, acotada cuya
frontera no es homeomorfaa S'.

OBSERVACION 10. Usando la teoria de Poincaré-Bendixon, se puede
debilitar la hipotesis de puntos criticos en G. Pues de aquella teoria se
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sabe que todo conjunto limite en el plano sin puntos criticos es un ciclo
con un punto critico en su interior.

Consideremos un ejemplo mas concreto.

EsEmMpLO 4.2.2. Sea el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
x = flx,»),
v glx,y).’
con f y g bajo hipotesis apropiadas. Supongamos ademas:
(1) £(0,0)=g(0,0) =0;
(2) f<0,parax >0, |y| < ax, donde & es un namero positivo.
(3) Todos los puntos de x > 0, |y| = ax son de salida estricta.

Entonces se cumplen las hipo6tesis de Teorema 4.2.1. Ver la Figura
4.14.

(4.8)

Figura 4.14. Todos los puntos de x > 0, |¥| = ax son de
salida estricta.

Basta con exigir estas condiciones en alguna vecindad del origen
(0, 0).

Las condiciones de (1) a (3) describen la situacién que se encuentra
en el caso de un nodo o una silla perturbada.

Una silla perturbada en su forma normal tiene la forma:

X = —ax+o(x?+y?),
¥y = By+ox*+y%), [« B>O0l
El punto critico (0, 0) es aislado y se cumplen las condiciones (1)-(3).
Ver la Figura 4.15.

Verificamos que se cumplen las hipotesis de Teorema 4.2.1.
Para esto, tomamos como region G el triangulo

4.9)

0<x<e€ |y <ax,

con € tal que en el se cumplen las condiciones (2),(3). Las funciones
(f, g) se anulan en G unicamente en (0,0), lo que es por ende el tinico
punto critico [lo es por (1)] en 0G. Ademas siendo f < 0 en G, esta
region no contiene los puntos limites de semiorbitas positivas en G*.
El lado derecho de G es de entrada (por ser f < 0), los otros lados son



86 4. TEORIA TOPOLOGICA DE WAZEWSKIL

Figura 4.15. El punto critico (0, 0) es aislado.

de salida estricta por la condicién (3). Resulta S = S* disconexo y el
Teorema 4.2.1 es aplicable. Hay una semioérbita positiva en G que tiende
a (0, 0). No se puede saber si hay nada mas una. Ver la Figura 4.16.

Y

Figura 4.16. El punto critico (0, 0) es aislado.

4.2.2. Region doblemente conexa.

TEOREMA 4.2.3. Sea G una region doblemente conexa en R? (un
“anillo topologico", con dos contornos). Sean Cy, C, las dos componentes
de su frontera y supéngase C; C S, yC» C S.”, es decir, ambas constan
de puntos estrictos de ingreso o de egreso. Entonces G contiene una
orbita completa. (Ver la Figura 4.17).

Figura 4.17. G contiene una érbita completa.

*)(Por el Teorema de LaSalle, poniendo V = x.)
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Demostracion. Consideremos el caso 0G C S; (La frontera consta de
puntos de egreso estricto). Se puede aplicar directamente el Corolario
4.1.9, el que da una semiorbita positiva en G, decimos y*(p). Pero la
orbita y(p) no puede entrar a G desde el exterior tampoco, pues no
hay puntos de ingreso®. Por lo tanto, y*(p) C G, lo cual demuestra el
teorema. (I

OBSERVACION 11. Lo mismo se puede inferir de la investigacion de
los conjuntos limites; pero eso requiere de la compacidad de G.

En el ejemplo que sigue damos un caso mas concreto.

EiempL0 4.2.4. Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias

¥ R(r, 0),

0 o, 6).

Supoéngase R(r,0) < 0, para v = r1, V, R(r,0) > 0 para v = 7,. Sea

G={r0 | n<r<nhLC={0) | r=n}yC ={r0) | r=1}.

Se cumplen las condiciones del Teorema 4.2.3, ya que C; y C, son
conjuntos de egreso estricto. Ver la Figura 4.18.

(4.10)

=Ty

Figura 4.18. llustracion del Ejemplo

Un problema no trivial, que hay que responder es el siguiente:
?'Sigue en pie el Teorema 4.2.3 si se pide solamente 3G C S*?

4.3. Aplicacion a sistemas a sistemas no autonomos.

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales no autébnomo
n—dimensional. Supongamos que Q es un conjunto abierto en R x R",
f : Q — R" continua y la solucién ¢(t, to, xg), ¢(to, Lo, xo) = Xxo, del
sistema n—dimensional

x = f(t,x), 4.11)
depende continuamente de (t, to, Xo) en su dominio de definicion.

Notese que los puntos de egreso pueden ser a la misma vez de ingreso, pero lo
mismo no es posible en el caso de un punto de egreso estricto.
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Como notacion escribimos P como el punto (t, x) de Q, denotamos
con (x(P), B(P)) el intervalo maximal de existencia de la solucion ¢(t, P)
que pasa a través del punto P, ®(t, ¢(t, P)) el punto sobre la trayectoria
a través de P en el tiempo t y para cualquier intervalo I C (x(P), B(P)),
ponemos ([, P) = {(t,$(t,P)) | t € I} como el tramo de trayectoria a
través de P correspondiente al tiempo t € I. Sea W C Q un conjunto
abierto fijo, con la cerradura de W, W, en Q, y sea oW la frontera de W,
en Q.

DEFINICION 4.3.1. Un punto Py € oW es un punto de egreso de W
con respecto de la ecuacion (4.11) y del conjunto Q, si existe un 6 > 0
tal que ®([ty — 6, tg), Py) C W. Un punt Py es un punto de egreso estricto
de W si existe un § > 0 tal que ®((to, to + 61, Py) C Q\ W. El conjunto de
todos los puntos de egreso se denota por Sy el de egreso estricto con
S*.

Con estas definiciones, en [H] se demuestra en siguiente teorema
para el caso de sistemas autébnomos.

TEOREMA 4.3.2. Si S = §* y existe un conjunto Z C WU S es un
retracto de S pero no es un retracto de Z, entonces existe cuando menos
un punto Py € Z\ S tal que ®([ty, B(Py)), Py) C W

Consideremos el sistema de ecuaciones no autébnomo,

x =D,

¥y = v(t)x. (4.12)
donde v(t) es una funcion continua y v(t) > 0 para toda t > O.
Sea Q = R* xR>y W = {(t,x,») | |x| +|¥| < a, a > 0}. Entonces
yy =v(t)xx > 0 paratodat > 0y x e y tales que y = a — x, para
0 < x < a. También yy = v(t)xx < O paratodat > 0y x e y tales
que y = —a — x, para —a < x < 0. Luego, los conjuntos de puntos de
egreso y de egreso estricto de W coinciden,

S=5"={t,x,»)|t>0, y=a—x,si0<x<aoy=—-a—x, si—a < x <0}.

SeaZ={(t,x,y)|t=0, y=x, |x|< ¢

entonces ZNS es un retracto de S, sin embargo ZNS no es un retracto
de Z. El principio de Wazewski, Teorema 4.3.2 implica que existe una
solucion ¢(t) del sistema no autonomo (4.12) acotada (puesto que esta
contenida en W), con dominio maximal R*.

La solucion ¢ del sistema lineal (4.11) es tinica salvo por un multiplo
distinto de cero. En efecto, sea (t) cualquier otra soluciéon del sistema
(4.11) obtenida por aplicacion del Principio de Wazewski, entonces
dt{d)(,u Py} =0, esto implica que ¢ — py = ¢, donde ¢ es una
constante. Integrando |, “{py — pyldt = 0+°° cdt Esto implica que
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¢ = 0 puesto que ¢y — py € LY0,+00) Asi que % ln% = 0 para toda
t > 0, por lo tanto, ¢ = cy. O

4.4. Teorema alternativo al de Wazewski

En esta seccioén formulamos un teorema alternativo al de Wazewski
para sistemas dinamicos en el plano.

TEOREMA 4.4.1. Dado un sistema dindmico en el plano, y una region
en el mismo que es homeomorfa a un disco abierto y cuya frontera es
homeomorfa a una circunferencia’. Se supone que 0G consta de tres
arcos abiertos (imdgenes homeomorfas de (0,1)) Ey, E», S, disjuntos y
tres puntos 0, q1, q»> que no pertenecen a los arcos y E;, E> colindan en
0. Sea 0 punto critico E;, E,» de ingreso estricto y los unicos puntos de
ingreso en E; UE, y S de egreso estricto. Finalmente, {0} sea el tinico
conjunto invariante en G. Entonces existe una semiorbita negativa , y~,
en G, cuyo conjunto limite « es {0}.

Demostracion. Si se puede probar que G contiene una semiorbita
negativa, esta tiene 0 como unico punto limite, pues pues el conjunto
limite es invariante y necesariamente esta contenido en G, por lo
tanto este es {0}. Supongamos que G no contenga ninguna semiorbita
negativa. Entonces cualquier érbita que intersecta a G tiene que entrar
a través de E; o E> que son los Unicos conjuntos de ingreso.

Siendo S un arco, debe existir en S un punto p* que sea punto
de acumulacion tanto de puntos que “provienen" de E; como de
los que vienen de E, (pues todo punto p € S “proviene" de E;
o E;, y S es conexo). Supongamos que p* proviene de Ep; sea
po = p*(—tg) (tp > 0) el punto de ingreso de y(p*) [“antecedente"];
existe t' > ty : p’ = p*(—t') € G (por ser py) un punto de ingreso
estricto).

Siendo E, y p*[—t’, 0] cerrados y dijuntos, el segundo posee una
vecindad U que no intersecta a E,. Por dependencia continua con
respecto a condiciones iniciales existe una vecindad V de p* tal que
VI[-t/,0] C U, y ademas V(—t') C CG (por ser p’ = p*(—t') € G). Tomese
p € SNV, entonces y~ (p) ingresa a G (después de —t’, y) por E; pues esta
en U que no intersecta E,. Por lo tanto, la parte de S de S “proveniente"
de E» no se acumula en p*. Esto es una contradiccion. OVer Figura
4.19.

OBSERVACION 12. Puede haber mas de una o6rbita del tipo indicado
en la conclusion del Teorema 4.4.1 (tipo “abanico”).

’La primera condicién no implica a veces la segunda (consideremos un “disco con
escision”, Figura4.19).
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Figura 4.19. llustracion del Teorema alternativo al de WaZzewski.

OBSERVACION 13. La condicién de 0 Uinico conjunto invariante, se
cumple en las condiciones usuales por monotonia de x(.), ¥(.); lo mismo
para las otras hipoétesis.

4.5. Método para establecer la existencia de una separatriz.

DEFINICION 4.5.1. Un (semi-) grupo 77 es asintdticamente compacto
(AC) sobre A C X si para toda pareja de sucesiones xy C A, ty C T, tal
que t,, — +oo, Fl%tl(x,) C A, el conjunto {F'(x,)},cn es relativamente
compacto.

TEOREMA 4.5.2. Sea (X, T, 1) un sistema semidindmico, AC en U con
U € Vy, donde M C X es un conjunto invariante, aislado de conjuntos
invariantes en U. Supongamos ademds que

dx,coU, Ty, coU: y,=xuty; Elf; €(0,ty): xnt, seacumulan en M.

Entonces existe una orbita principal y* tal que,

L= (y*) C M.
Demostracion.( bosquejo)
Existen una subsucesiones {x},} C {x,}, {t,} C {t,} tales que
Xt — x* €M, y,— ¥y

Construiremos la solucion principal y* que pasa por y* y tiene

L= (y*) = {x*}.
tn >0, Yn=xpty €0U, x,4[0,8,] CU.

La propiedad AC en U, implica que existe y* € oU;y, — »*,
entonces t > 0 implica que y*(—t) = lim,, oo Xn(ty — t)(dg)endencia
continua). Por lo tanto, y*(y*) es orbita principal; y—(y*) C U,

y o) cU L () U,
Puesto que M esta aislado de conjuntos invariantes se tiene L~ (y*) C
M. O
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EsempL0O 4.5.3. Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias en el plano

Y3(x? + 1),
v o= x30°+1).

. R
Il

(4.13)

Ver Figura 4.20:

Ready.

The forward orbit from (0.012. -0.41] left the computation window:
The backward orbit from [0.012, -0.41] left the computation window,
Readw.

The backward orbit from [-0.02, -0.33] laft the computation windon. ‘

Figura 4.20. llustracion del Teorema 4.5.2.
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