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Introducción.

El objetivo de este curso es dar una introdución a la aplicación de los
métodos geométricos en el estudio ecuaciones diferenciales ordinarias
mostrando su fortaleza. Iniciamos en el Caṕıtulo 1 con el Teorema de
la variedadad central. En el Caṕıtulo 2 nos ubicamos en el contexto de
los sistemas dinámicos.

El estudio de los sistemas dinámicos tiene su origen en la teoŕıa
de las ecuaciones diferenciales con los trabajos de H. Poincaré en el
siglo XIX. Poincaré, y depués I. Bendixson, estudiaron las propiedades
topológicas de las soluciones de las ecuaciones diferenciales autónomas
en el plano. Una de las principales motivaciones que propiciaron el
surgimiento de los sistemas dinámicos se debió a que los precursores
de este enfoque (G. D. Birkhoff [Bi], entre otros) puramente topológico
(o métrico) se dieron cuenta de que muchas de las propiedades de
las soluciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales dependen
esencialmente de las propiedades topológicas de las soluciones, y
no necesariamente de la diferenciabilidad (ver por ejemplo, [BZ], [Si]
y [Wh]). Mencionamos brevemente los sistemas semidinámicos, que
a diferencia de los sistemas dinámicos, son objetos que no toman
en cuenta el pasado, parten del estado inicial del sistema y su
evolución hacia el futuro, es decir, se presupone la existencia y
unicidad de las soluciones para todo el tiempo t ≥ 0, mientras que
para los sistemas dinámicos, se presupone la existencia y unicidad
para todo t ∈ R. Por ejemplo, la ecuación diferencial ẋ = −x3 define
un sistema semidinámico, pero no un sistema dinámico porque las
soluciones no están definidas para todo tiempo negativo: se escapan
en un tiempo negativo finito. Los sistemas semidinámicos están
estrechamente relacionados con los sistemas dinámicos clásicos (para
esto ver [BO] y [Sa]); sus resultados se aplican a una clase más amplia de
ecuaciones diferenciales que los obtenidos para los sistemas dinámicos.
Los sistemas semidinámicos, tienen su origen en la interpretación
dinámica de las ecuaciones diferenciales funcionales con retardo y en
las ecuaciones diferenciales parciales de evolución, en contraste con los
sistemas dinámicos que tienen su origen en las ecuaciones diferenciales
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viii Introducción

ordinarias autónomas, estas a menudo (en el caso de las no lineales)
tampoco definen sistemas dinámicos (ver [BO]). En el Caṕıtulo 3 damos
una introducción al estudio de la estabilidad en sistemas dinámicos
aplicando el segundo método de Lyapunov [Ly] y algunos principios
de invariancia. Finalmente en el Caṕıtulo 4 introducimos el método
topológico de Ważewski para probar la existencia de separatrices.



Capítulo1
La Variedad Central

1.1. La variedad central (Centre manifold)

La idea. Se definen primero variedad estable, variedad inestable1:
Se consideran sillas de dimensiones mayores: división de autoval-

ores (ráıces caracteŕısticas) en los de parte real positiva y negativa; los
autovalores correspondientes a una y otra clase tienen los subespacios
(lineales) inestable y estable respectivamente.

Ejemplo 1.1.1. Consideremos el sistema:ẋẏ
ż

 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

xy
z


Para λ1 = 1 y λ2 = λ3 = −1; tenemos lo eigenvectores correspondientes:

v1 =

1
0
0

 , v2 =

0
1
0

 , v3 =

0
0
1

 .
Subespacio estable: {y = z = 0} (eje x), subespacio inestable:

{x = 0} (plano yz).

Si una o más raices de la parte real es cero, las soluciones que
corresponden a estas ( poniendo los coeficientes de los términos
con factores exponenciales [correspondientes a raices on partes reales
≷ 0]=cero ), se llama espacio central (Ver Figura 1.1).

Ejemplo 1.1.2. Consideremos el sistema:ẋẏ
ż

 =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 −1

xy
z


Para λ1,2 = ±i, λ3 = −1; soluciones sin términos exponenciales:

x(t) = x0 cos t, y(t) = y0 sen t, z(t) ≡ 0.

1Términos mal elegidos en la literatura: la variedad estable es inestable y la variedad
inestable es estable.

1



2 1. LA VARIEDAD CENTRAL

Figura 1.1

El plano xy (z = 0) es un conjunto (variedad) invariante [si z(0) = z0 6= 0,
aparece un término exponencial z(t) = z0xe−t]; el subespacio central es
{z = 0}; el espacio complementario {x = y = 0}, es el espacio estable; el
espacio inestable es ∅. Los tres subespacios, Ec, Ee, Ei (central, estable,
inestable) descomponen el espacio de estados del sistema

R3 = Ec × Ee × Ei
[ śımbolo que significa: para todo vector v ∈ R3 se puede

escribir como suma de tres vectores, vc, ve, vi que pertenecen a
los tres subespacios central, estable e inestable, respectivamente ] :
v = vc + ve + vi.

Sobre la terminoloǵıa espacio central: En el ejemplo 1.1.2 el origen
es un centro con respecto a la restricción del flujo al espacio central. En
este sentido este es del centro (igual a la traducción alternativa centre
manifold), sin embargo, la variedad (el espacio) central no tiene porqué
contener un centro si el sistema no es lineal):

Ejemplo 1.1.3. Consideremos el sistema:ẋẏ
ż

 =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 −1

xy
z

−
 0
y3

0


Aqúı el espacio central es el mismo del ejemplo 1.1.2 (misma parte lineal
implica mismas raices): el plano xy que también resulta ser invariante
(en este caso especial): sin embargo la restricción del sistema a este
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no tiene centro, si no foco estable, como se ve fácilmente mediante la
función de Lyapunov

V(x,y) =
1

2
(x2 + y2)

y el principio de invariancia.

[ Por eso no tiene sentido decir variedad del centro (¿de cual centro,
si no hay?), sino variedad central (en inglés también seŕıa más claro
central manifold que centre manifold); lo mejor seŕıa variedad (espacio)
neutral.] Ver Figura 1.2.

Figura 1.2

Si el espacio central es invariante (en sistemas lineales esto siempre
es el caso) (como en los ejemplos 1.1.2 y 1.1.3), la variedad central se
puede definir como el espacio central mismo. En sistemas no lineales
esto en general no es el caso; como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.4. Consideremos el sistema:ẋẏ
ż

 =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 −1

xy
z

 +

 0
0
x2


Aqúı los espacios Ec, Ee, Ei son los mismos de los ejemplos 1.1.2 y
1.1.3, pero Ec = {z = 0} no es invariante (pues Ec es ż = x2 6= 0 salvo
en x = 0). En estos casos el teorema de la variedad central dice que
si Ec 6= ∅, existe una variedad Vc (subconjunto del espacio de estados
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dado por ecuaciones diferenciales) invariante de la misma dimensión
de Ec y que es tangencial a Ec en 0. (Ver Figura 4.1.)

Figura 1.3

La idea de la teoŕıa de la variedad central: Uno quiere averiguar
la estabilidad del origen cuando un sistema que tiene algunas raices
de parte real menor que cero y otras de parte real igual a cero (como
en los ejemplos 1.1.2, 1.1.3 y 1.1.4, anteriores; en el caso de existencia
de raices de parte real mayor que cero se sabe de antemano que 0 es
inestable: hay soluciones [ las de la variedad inestable ] que se alejan).

Se prueba que en esta situación todas las soluciones tienden a la
variedad central y el comportamiento del subflujo en esta determina por
ende el comportamiento del flujo en total. (Ver Figura 1.4).

Figura 1.4

En la práctica se busca transformar las coordenadas, para llevar
la variedad Vc a un subespacio lineal, para poder escribir el sistema
reducido a la variedad central en estas nuevas coordenadas.

Ejemplo 1.1.5. Consideremos el sistema:[
ẋ
ẏ

]
=

[
0 0
0 −1

] [
x
y

]
+

[
−x3

x4

]
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Ec = {y = 0}, Ee = {x = 0} [ ya que los correspondientes autovalores
son 0,y -1 ]. El segundo es invariante, aśı que coincide con la variedad
estable, Ve; la segunda en cambio no es invariante debido al término
x4. Buscamos una curva

y = h(x)

invariante que sea tangencial a Ec en (0,0), es decir que sea en (0,0) con
tangente horizontal, por lo tanto ponemos

y = a2x2 + a3x3 + · · ·
sustituyéndola en las ecuaciones diferenciales:

ẏ = h′(x)ẋ

= −(2a2x + 3a3x2 + 4a4x3 + . . .)x3)

= −y + x4

= −h(x) + x4

= −a2x2 − a3x3 − (a4 − 1)x4 − a5x5 − . . .

⇒ a2 = a3 = 0, a4 = 1, a5 = 0 a6 = 4, ... y resulta

h(x) = x4 + 4x6 + ...

Esta curva
y = h(x)

es la variedad central Vc. El flujo restringido a ella tiene (0,0) como
punto asintóticamente estable (localmente), lo cual es claro ya que,
por la primera ecuación, las soluciones todas tienden a x = 0. Se puede
tomar x como coordenada local en Ve cerca de (0,0), ya que (localmente)
la proyección vertical de Ve a la recta x es localmente biuńıvoca. [
Formalmente, la función de Lyapunov v = 1

2x
2 da: v̇ = xẋ = −x4 la

cual es negativamente definida, por lo tanto (0,0) es asintóticamente
estable.] Además Ve es (localmente) atractor, ya que (localmente) las
órbitas van hacia y = 0, debido a la segunda ecuación.
{ La función de Lyapunov, v = 1

2 (x2 + y2) da:

v̇ = xẋ + yẏ

= −x4 − y2 + yx4

= −x4(1− y)− y2

la cual es negativa definida en {y < 1}. Considerando la vecindad

|x| ≤ 1, y ≤ 1

esta resulta positivamente invariante (ya que por la frontera superior y
las laterales son de ingreso estricto por la segunda (primera ecuación
respectivamente). Ver la Figura 1.5.
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Para y→ −∞ vale v→ +∞ (condición de LaSalle), aśı que la región
pertenece a la cuenca de (0,0), que es asintóticamente estable.}

Figura 1.5

Teoŕıa
Dada la ecuación diferencial ẋ = f (x), un conjunto S de su espacio

de estados se dice localmente invariante si cualquier solución con punto
inicial x0 ∈ S está en S durante un tiempo t : |t| < T, T > 0. [Si se puede
tomar T =∞, S es invariante ]. Supongamos que la ecuación ż = F(z) se
puede dividir en dos tales que:

ẋ = Ax + f (x,y),
ẏ = By + g(x,y).

(1.1)

z =

[
x
y

]
, donde A, B sean matrices constantes , f, g funciones de

clase C2 con f (0,0) = 0, y lo mismo para f ′, g, g′ [ f ′, g′ : matrices
jacobianas], aśı que z = 0 es un equilibrio del sistema total,

ż = F(z). (1.2)

Finalmente supongamos que todos los autovalores de A sean de
parte real igual a cero, las partes reales de las de B todas menores que
cero. Entonces {x = 0} se llama espacio estable de (1.2), {y = 0} espacio
central del mismo. Si f ≡ g ≡ 0 [ sistema lineal], ambos resultan
invariantes, y se llama también, variedad estable, respectivamente
central.
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En el caso general, si y = h(x) es una variedad invariante y liza (de
clase C1) y si

h(0), h′(0) = 0,
entonces {y = h(x)} se llama variedad central de (1.2), denotada por
Vc.

1.1.1. Teorema sobre la existencia de la variedad central.

Teorema 1.1.6. Bajo las hipótesis formuladas, existe una variedad
central de la forma y = h(x), para |x| < δ, con h ∈ C2, δ > 0, (variedad
central local).

[Demostración. Pendiente.]
El flujo en la variedad central está determinado por la ecuación

u̇ = Au + f (u,h(u)) (1.3)

[Esta se obtiene de la primera ecuación (1.1) poniendo u = x, h(u) = y
.]

Teorema sobre el comportamiento (local) del sistema (1.2) a partir
del centro sistema reducido, (1.3).

Teorema 1.1.7. (a) Supóngase que la solución trivial de (1.3)
sea (asintóticamente) estable [ Inestable]. Entonces la solución
trivial de (1.2) (asintóticamente) estable [Inestable].

(b) Supóngase que la solución trivial de (1.3) sea estable. Sea
(x(·), y(·)) una solución de (1.1) con x(0), y(0) suficientemente
pequeños. Entonces existe una solución u(·) de (1.3) tal que
t→ +∞,

x(t) = u(t) +O(e−γt),

y(t) = h(u(t)) +O(e−γt).
(1.4)

para cierta constante γ > 0. { O(γ): función f con la propiedad
‖ fγ‖ es acotado }

Sustituyendo y = h(x) en la segunda ecuación (1.1) se obtiene

h′(x)ẋ = Bh(x) + g(x,h(x))

o sea
h′(x)[Ax + f (x,h(x))] = Bh(x) + g(x,h(x)) (1.5)

hay que agregar las condiciones iniciales,

h(0) = 0, h′(0) = 0

(Ya que Vc debe pasar por 0 y ser allá tangencial a {y = 0}, ver Figura
4.1 ){Si por ejemplo el sistema es de dimensión 3 y Ec de dimensión
2, x = (x1, x2), h es de la forma h(x1, x2) y escalar, y la segunda
condición es h′(0,0) = ( ∂h∂x ,

∂h
∂y )(0,0) = 0 ⇔ ∂h

∂x (0,0) = 0, ∂h
∂x (0,0) = 0.}
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La ecuación (1.5) es una ecuación diferencial para Vc [es decir, h ],
parcial si h depende de dos o más variables si dimEc ≥ 2 (el número
de variables de h es igual a la dimensión de Ec), y por eso no práctica
para determinar Vc. Escribimos (1.5) en la forma

Mh(x) = 0,

donde M denota el operador diferencial

Mh = h′[A + f (x,h)]− Bh− g(x,h).

Tenemos el teorema siguiente que dice que si una función φ de la
misma forma de h, decimos Rk → Rm, para la cualMφ es pequeña cerca
de 0, entonces φ está cerca de h, siempre que satisfaga las mismas
condiciones iniciales. [ Esto es análogo a la dependencia continua de las
soluciones de una ecuación diferencial (ordinaria) respecto al segundo
miembro de esta (al campo vectorial), mientras al revés no tiene porqué
ser cierto].

Teorema 1.1.8. Sea φ una aplicación de clase C1 de una vecindad
del origen de Rk en Rm, con φ(0) = 0, φ′(0) = 0.

Sea (Mφ)(x) = o(|x|q) para x → 0, q > 1. Entonces |h(x) − φ(x)| =
o(|x|q).

Ejemplo 1.1.9. Considérese el sistema

ẋ = xy + ax3 + bxy2,

ẏ = −y + cx2 + dx2y.

Por el Teorema 1.1.6, existe una variedad central Vc : y = h(x) [ siendo
Ec igual al eje x, Ee el eje y ]. Para una función φ (que aproxima h), se
define el operador M como:

Mφ = φ′[xφ + ax3 + bxφ2]− cx2 + dx2φ

donde φ = φ(x), φ′ = φ′(x) para satisfacer las condiciones iniciales,
tiene que ser φ = O(x2), i.e., φ(x) = x2 + . . . Esto da

Mφ = φ′︸︷︷︸
o(x)

[xφ︸︷︷︸
O(x3)

+ ax3︸︷︷︸
O(x3)

+ bxφ2︸ ︷︷ ︸
O(x5)

]

︸ ︷︷ ︸
O(x4)

+φ− cx2 + dx2φ︸ ︷︷ ︸
O(x4)

= φ− cx2 + o(x4).

Si ponemos φ = cx2 (la última ecuación indica que esto es una
buena aproximación), resulta Mφ = o(x4), y el teorema 1.1.8 da
h(x) = cx2 + o(x4).



1.2. DEMOSTRACIONES DE LOS TEOREMAS 9

Por el Teorema 1.1.7, la estabilidad de 0 para el sistema está
determinado por la ecuación (1.3) que toma la forma

u̇ = O︸︷︷︸
=Au

+ uh(u) + au3 + buh2(u),

o sea

u̇ = cu3 + au3 + bc2u5 + cO(u5) + (bc2)O(u9)︸ ︷︷ ︸
O(x5)

, o

u̇ = (a + c)u3 + o(u5)

por lo tanto, 0 es asintóticamente estable sia+c < 0, inestable (repulsor)
si a+c > 0. [ En el caso a+c = 0 se necesita una mejor aproximación ] {
De hecho, (a+ c)u3 +o(u5) = (a+ c)u3[1 +o(u2)], [1 +o(u2)] está cerca de
1 para u pequeño,] por lo tanto, la expresión tiene el signo de (a + c)u
cerca de 0. }

Ejercicio 1.1. (a) Dar uncriterio análogo al del caso a + c = 0
(mediante una aproximación más precisa de h).

(b) Pruebe que el sistema

ẋ = ax3 + x2y,

ẏ = −y + y2 + xy− x3.

es asintóticamente estable si a ≤ 0 e inestable si a > 0.
(c) Tratar de la misma manera el ejemplo1.1.5

ẋ = −x3,

ẏ = −y + y2 + x4.

1.2. Demostraciones de los teoremas

1.2.1. Ejemplo preliminar.ẋ1

ẋ2

ẏ

 =

0 1 0
0 0 0
0 0 −1

x1

x2

y

 +

 0
0

g(x1, x2)

 (1.6)

g es ‘‘lisa", y g = o(x2
1 + x2

2) para (x1, x2)→ 0.
Demostrar que el sistema posee una variedad central local.
Modificación técnica: se define una función Ψ : R2 → R, Ψ ∈ C∞

con soporte compacto ( i.e. Ψ = Ψ(x1, x2) ≡ 0 fuera de cierto conjunto
compacto ), y tal que Ψ ≡ 1 en cierta vecindad de 0, ( en el plano (x1, x2)
). Después se reemplaza g por la función:

G(x1, x2) = Ψ(x1, x2)g(x1, x2).

[ aśı que G ≡ g en una vecindad de 0, y G es de soporte compacto ]
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Entonces se reemplaza (1.6) por el sistema localmente idéntico y
lineal salvo en un conjunto compacto:ẋ1

ẋ2

ẏ

 =

0 1 0
0 0 0
0 0 −1

x1

x2

y

 +

 0
0

G(x1, x2)

 (1.7)

Demostrar que este tiene una variedad central y = h(x1, x2) global:
[Esto implicará que (1.6) tiene como variedad central ( local) la

misma superficie ( por ser localmente idéntica ). ]
La solución de las primeras dos ecuaciones de (1.6) es

x1(t) = c1 + c2t, x2(t) = c2

(c2 y c2 son constantes arbitrarias.)
Sustituyendo esto en la tercera ecuación de (1.6) da

d
dt

= h(c1 + c2t, c2)︸ ︷︷ ︸
=:g∗(t)

= −h(c1 + c2t, c2)︸ ︷︷ ︸
=g∗(t)

+ G(c1 + c2t, c2)︸ ︷︷ ︸
=:H(t)

Mediante variación de las constantes esta da:

g∗(t) =

∫ t

t0
esH(s)ds,

t0 juega el papel de una constante de integración, la cual se puede fijar
(por ejemplo ) en t0 = −∞

[ pues a t = −∞ corresponde x1 = −∞, lo cual corresponde a G = 0
( por tener soporte compacto )].

g∗(0) da h(c1, c2), aśı que

h(x1, x2) =

∫ 0

−∞
esG(x1 + x2s, x2)ds

Ahora y = h(x1, x2) es una variedad invariante:
Fijamos como punto inicial: (c1, c2, c3), donde c3 debe ser el valor∫ 0

−∞
esH(s)ds.

Para que { y = h(x1, x2) } sea invariante, tiene que ser, para toda t,
(c1 + c2t, c2, e−t

∫ t
−∞ e

sG(c1 + c2s, c2)ds) un punto de la misma superficie
, lo cual equivale a la identidad

e−t
∫ t

−∞
esG(c1 + c2s, c2)ds =

∫ 0

−∞
euG(c1 + c2t + c2u, c2)du

Hacemos la sustitución s = t+u, la cual transforma el segundo miembro
en ∫ t

−∞
es−tG(c1 + c2s, c2)ds
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lo cual es lo mismo que el primer miembro de la ecuación. �

1.2.2. Demostración del teorema. Dado el sistema

ẋ = Ax + f (x,y), (x ∈ Rk)
ẏ = By + g(x,y), y ∈ Rm.

(1.8)

Los eigenvalores de A de parte real igual a cero, los de B de parte
real menor que cero, f, g ∈ C2, f (0,0) = 0, f ′(0,0) = 0, g(0,0) = 0 y
g′(0,0) = 0, f ′ y g′ son las matrices jacobianas de f y g respectivamente.

Teorema 1.2.1. La ecuación (1.8) tiene una variedad central y =
h(x), local, i.e. para |x| < δ (δ > 0), con h ∈ C2.

Demostración. Se reemplazan las funciones f y g por funciones F
y G de clase C2, e idénticas a f y g respectivamente en una vecindad
del origen 0, y de soporte compacto (como en el ejemplo ).

ẋ = Ax + F(x,y), (x ∈ Rk)
ẏ = By + G(x,y), y ∈ Rm.

(1.9)

Sean L > 0, b > 0, y X el espacio lineal de funciones h : Rk → Rm con
constante de Lipschtz L y cota ‖ h ‖≤ b, y h(0) = 0.

Tomando como norma la del supremo, el espacio X es completo.
{ Pues si {hn} ⊂ X es una sucesión de Cauchy entonces para toda
x tal que {hn(x)} es una sucesión de C; definimos limhn = h por
h(x) = limhn(x), la cual obviamente tiene la misma cota b, y es Lipschitz
con la misma constante L :

h(x)− h(x′) = lim
x→∞

(hn(x)− hn(x′)︸ ︷︷ ︸
≤‖x−x′‖L

) ≤‖ x− x′ ‖ L

y por definición hn(0) = 0, por lo tanto, h(0) = 0, y h ∈ X. }
Para h ∈ X, x0 ∈ Rk, sea x(t, x0, h) la solución de

ẋ = Ax + F(x,h(x)), x(0, x0, h) = x0 (1.10)

Las hipótesis garantizan la existencia de x(t, x0, h) para toda t.
Ahora definimos un operador T que lleva h en una nueva función

Th mediante

(Th)(x0) =

∫ 0

−∞
e−BsG(x(s, x0, h), h(x(s, x0, h)))ds, (1.11)

(e−Bs :=
∑∞
n=0

(−Bs)n
n! .)

Si h es un punto fijo de T (i.e. Th = h ), se define una variedad
central. Para ver esto se procede como en el ejemplo peliminar: h
satisface entonces en caso de ser punto fijo, la identidad

h(x) =

∫ 0

−∞
e−BsG(h(s, x), h(h(s, x)))ds,
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y consideremos la solución de (1.7) con el valor inicial, z0 =[
x0

y0 = h(x0)

]
z =

[
x
y

]
, la cual denotamos por z(t, z0).

Para que el conjunto {y = h(x)} sea invariante es necesario y
suficiente que la solución z(t, z0) quede en él para cualquier z0 que
pertenece a este conjunto.

Esto se expresa mediante la identidad,

y(t, x0, h(x0)) = h(x(t, x0, h)) (1.12)

donde y(t, x0, h(x0)) denota la componente y de z(t, z0) es decir, la
solución de la ecuación

ẏ = By + G(x(t, x0, h), y).

(Ver Figura 1.6)

Figura 1.6

El método devariación de las constantes da

y(t, x0, h(x0)) = eBt
∫ t

−∞
e−BsG(x(s, x0, h), h(x(s, x0, h)))ds (1.13)

{ Sobre la elección de t0 = −∞ : En el ejemplo, para |t| grande G era
igual a 0; en general esto esto no tiene porqué ser el caso; se puede
tomar para t0 valor cualquiera.} (1.12) y (1.13) dan

h(x(t, x0, h)) = eBt
∫ t

−∞
e−BsG(x(s, x0, h), h(x(s, x0, h)))ds,

identidad que hay que confirmar
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Si h es punto fijo, el primer miembro de esta ecuación es igual a
Th(x(t, x0, h)), o sea sustituyendo en (1.11) por x(s, x0) x0

h(h(t, x0)) =

∫ 0

−∞
G(h(s, h(t, x0)), h(h(s, h(t, x0))))ds,

(suprimiendo ‘‘h" en x(t, x0, h)); a f́ın de cuentas debe valer la identidad

eBt
∫ t

0
e−BsG(h(s, x0), h(h(s, x0)))ds =

∫ 0

−∞
e−BsG(x(s, h(s, x0)), h(s, x0))ds

Como en el caso especial, ponemos u = t + s, y el segundo miembro de
la ecuación se convierte en

eBt
∫ t

0
e−BuG(x(u− t, x(t, x0)︸ ︷︷ ︸

x(u,x0)

), h(u− t, x0))ds

lo cual coincide con el primer miembro de la ecuación en cuestión. La
afirmació́n queda probada.

Ahora seprueba que para las constantes, L, b dadas y ε > 0
pequeño, T es una contración en el espacio funcional X, para aplicar el
teorema de punto fijo de Banach [Ir]: En un espacio normado completo
X una aplicación T : X → X que es contráctil en el sentido de que
∃α < 1 (α > 0) tal que

∀x ∈ X : ‖T (x)− T (y)‖ ≤ α‖x− y‖
posee un punto fijo, y este es único. [La unicidad es trivial pues si
Tx = x, Ty = y, ‖Tx−Ty‖ = ‖x−y‖ y si x 6= y, α séıa 1; la completitud
es necesaria: Tome X = R \ {0}, T : x 7→ 1

2x. Es contracción, no tiene
punto fijo (pues 0 es el punto fijo.)] T es contráctil: existe una función
continua k(ε) con k(0) = 0, tal que

|F(x,y)| + |G(x,y)| ≤ εk(ε)

|F(x,y)− F(x′, y′)| ≤ k(ε)[|x− x′| + |y− y′|],
|G(x,y)− G(x′, y′)| ≤ k(ε)[|x− x′| + |y− y′|].

(1.14)

∀x,x′ ∈ Rk, y, y′ ∈ Rm con |y|, |y′|, |x|, |x′| < ε. por ser F ∈ C2,
F(0,0) = 0 F′(0,0) = 0; la segunda ecuación por el teorema del valor
medio aplicado a ambas variables por separado.

F(x,y)− F(x′, y′) = [F(x,y)− F(x′, y)] + [F(x′, y)− F(x′, y′)]

Debido a la hipótesis sobre los autovalores de B, ∃β, C > 0 : para
s ≤ 0, y ∈ Rm :

|e−Bsy| ≤ Ceβs|y| (1.15)

y ∀r > 0, ∃M(r) :

|e−Asy| ≤ M(r)er|s||x| (s ∈ R, Rk). (1.16)
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[Posiblemente M(r)→∞ con r → 0].
En adelante, se supone b < ε. La ecuación (1.11) da la estimación:

|Th(x0)| ≤
∫ 0

−∞
|e−BsG|ds

≤ C
∫ 0

−∞
eβs |G|︸︷︷︸
≤εk(ε) por (1.14)

ds

≤ Cεk(ε)
1

β
· 1

(1.17)

(con 1 reemplazado por 1 − eβt0 si se toma la integral
∫ 0

t0
eβsds; en

cualquier caso otra constante que se pueda juntar con C.) Para la
continuación ver [Ca], pp. 18-19. �



Capítulo2
Sistemas dinámicos.

2.1. Introducción.

Muchos resultados básicos de la Teoŕıa Cualitativa de ecuaciones
diferenciales no dependen de la diferenciabilidad de las soluciones, si
no sólo de su propiedades topológicas y de la estructura algebraica de
la recta de los números reales (o de los enteros). Esta consideración ha
dado origen a la disciplina que se llama Dinámica topológica o Teoŕıa
de grupos de transformaciones, donde se definen ‘‘sistemas dinámicos’’
axiomáticamente como familias de funciones (‘‘movimientos’’) de dos
variables, una de las cuales (es el ‘‘valor inicial") pertenece a un espacio
topológico o métrico (el ‘‘espacio estado" o ‘‘espacio fase"; aqúı supon-
gamos que sea un espacio métrico), y la otra parte (el ‘‘tiempo’’) a la
recta real (R) o a veces los números enteros (Z).

Cuando el espacio estado está dotado de una estructura diferencia-
ble (en particular, es un espacio euclideano o una variedad diferencia-
ble) se puede exigir además que los movimientos sean diferenciables
con respecto al tiempo. En este caso el sistema define una ecuación
diferencial. Al revés cada ecuación diferencial autónoma que satisface
las condiciones de existencia global, unicidad de dependencia continua
de ambas variables, define un sistema dinámico. Entonces se habla de
un sistema dinámico diferenciable.

A los sistemas dinámicos en general se les llama a veces también
‘‘acciones reales" (respectivamente de los enteros) sobre un espacio. Por
otra parte, la Teoŕıa de los Sistemas Dinámicos se puede aplicar también
a objetos que no sean ecuaciones diferenciales, como ecuaciones en
diferencias (con Z como ‘‘escala de tiempo"), ecuaciones funcional-
diferenciales, ecuaciones integrales o ecuaciones diferenciales parciales
(las cuales se representan como sistemas dinámicos en un espacio de
dimensión infinita). Aqúı desarrollaremos solamente las ideas más
indispensables de la teoŕıa de los sistemas dinámicos.

2.2. El Concepto de sistema dinámico

Para las definiciones básicas, la clase apropiada de espacios en
los cuales se definen los sitemas es la de los espacios topológicos ,

15
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aunque más adelante será conveniente suponer una métrica. Por eso
supongamos por el momento que el espacio estado sea un espacio
topológico X.

Definición 2.2.1. Un sistema dinámico es una terna, (X,R, π), donde
X denota un espacio topológico y π una función continua del espacio
producto X × R en X:

π : X × R→ X,
que satisface los axiomas siguientes:

(I) [Axioma de identidad];

π(x,0) = x, (∀x ∈ X) (2.1)

(II) [Axioma de grupo o de homomorf́ıa];

π(π(x, t1), t2) = π(x, t1 + t2), (∀x ∈ X, t1 ∈ R, t2 ∈ R). (2.2)

Es muy conveniente reemplazar la notación π(x, t) por otra, más
breve, escribiendo simplemente xt. Con esta, las ecuaciones (2.1) y (2.2)
correspondientes a los axiomas I y II se escriben simplemente como

x0 = x; (2.3)

(xt1)t2 = x(t1 + t2). (2.4)

2.3. Los conceptos básicos relacionados con sistemas dinámicos.

Definición 2.3.1. A cada punto x ∈ X se le asocia un movimiento,
a saber, la función π(x, t), con x fijo, la cual es una función de t
solamente. La escribimos como πx(t).

Proposición 2.3.2. Si el movimiento πx pasa por un punto x1,
decimos x1 = πx1(t1), vale entre dos movimientos πx y πx1 , la relación

(∀t ∈ R) πx(t) = πx1 (t− t1).

Demostración: En efecto aplicando (2.4), obtenemos:

πx1 (t− t1) = x1(t− t1) = (xt1)(t− t1) = xt.

�

Definición 2.3.3. El rango de la función πx se llama órbita (o
trayectoria) asociada al punto x, y se denota por γ(x):

γ(x) := {πx(t) | t ∈ R}

Análogamente, se definen la semiórbita positiva y negativa:

γ±(x) := {πx(t) | t ∈ R±},

(R+ = [0,∞), R− = (−∞,0]).
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Proposición 2.3.4. Dos órbitas cualesquiera, γ(x1) y γ(x2), o coinci-
den o son ajenas.

Demostración: Ejercicio.

Definición 2.3.5. La transformación πt del espacio X sobre si
mismo, correspondiente al tiempo t, está definida como

πt(x) := xt.

Proposición 2.3.6. Las transformaciones πt forman un grupo que
es homomorfo al grupo aditivo de R.

Demostración.

(i) Sean t1, t2 ∈ R. Entonces

πt1 ◦ πt2 = πt1+t2 .

(De hecho, esta identidad, aplicada a un punto x, es sólo otra
manera de escribir la ecuación 2.2 correspondiente al axioma
II).

(ii) El elemento neutral del grupo es π0. De hecho, la identidad
(2.2) da en este caso:

π0 ◦ πt = πt+0.

Además, debido al axioma 2.1, π0, es la transformación
idéntica:

π0(x) = x.
(iii) El elemento inverso a πt es obviamente π−t, ya que la

identidad (2.2) da π−t ◦ πt = πt−t = π0.
Además observamos que el grupo de las transformaciones

πt es conmutativo. Esto es una consecuencia inmediata de
la identidad (1.2) y la conmutatividad de la adición de los
números reales.

Definición 2.3.7. Un conjunto M ⊂ X se dice invariante, si para
cada punto x ∈ M vale: γ(x) ⊂ X.

Otras maneras de expresar esta propiedad son las siguientes.

(a) M es una unión de órbitas. De hecho, se puede escribir como
M =

⋃
{γ(x) | x ∈ M} donde, por supuesto, hay que tomar

en cuenta que γ(x) es la misma órbita como γ(y) si x e y
pertenecen a la misma órbita [Proposición 2.3.4].

(b) Ninguna órbita entra o sale de M.
Aqúı, γ(x) entra en M quiere decir que existen t1 y t2 tales que

t1 < t2 y xt1 6∈ M mientras que xt1 ∈ M.
El concepto de salir es el análogo, sólo con la desigualdad t1 > t2

en lugar de la otra.
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Convención notacional: Una función de punto a conjunto (como
por ejemplo la función que asigna a cada punto x su órbita γ(x)),
aplicada a un conjunto, significa que se le aplica a cada punto del
conjunto y después toma la unión.

Ejemplo 2.3.8.

γ(A) :=
⋃
{γ(x) | x ∈ A}, (A ⊂ X).

Usando esta, la calidad de invariante se puede expresar también en
la forma

M = γ(M). (2.5)

Por eso la invariancia está mejor caracterizada por la relación

M ⊃ γ(M). (2.6)

De hecho la inclusión ⊃ es consecuencia inmediata de la definición,
mientras la opuesta expresa simplemente el hecho de que cada punto
pertenece a su propia órbita [axioma I], y por ende vale para cualquier
conjunto.

Proposición 2.3.9. a) Uniones e intersecciones de conjuntos
invariantes de conjuntos invariantes son invariantes.

b) Si M es unconjunto invariante, su interior
◦
M, cerradura

M, frotera ∂M y complemento CM también son conjuntos
invariantes.

Demostración. a) Sea {Mi} una colección de conjuntos invariantes, y
M =

⋂
Mi de acuerdo con la caracterización (2.6) tenemos que probar

M ⊃ γ(M). Sea x ∈ γ(M), entonces entonces existen x′ y t tales
que x′ ∈ M y x = x′t, lo cual implica ∀i, x′ ∈ Mi, por ende, ∀i,
x ∈ γ(Mi) = Mi, o sea x ∈

⋂
Mi = M. Esto prueba la inclusión en

cuestión.
La demostración para el caso de una unión de conjuntos invariantes

la dejamos como ejercicio.
b) Probamos primero que la cerradura de un conjunto invariante es

invariante. Sea, M invariante, por ende M = γ(M), y y ∈ γ(M). Debido
a la caracterización (2.6), se trata entonces de probar que y ∈ M. De
hecho, existen x ∈ M, t tales que y = xt, y xn ∈ M tales que xn → x.
Debido a la continuidad de π con respecto a la variable de estado, vale
xnt → xt = y; ya que xnt ∈ M debido a la invariancia de este último,
obtenemos y ∈ M.

En seguida probamos que el complemento CM de un conjunto
invariante M es invariante. De hecho, si M fuese invariante y CM no,
existiŕıan x ∈ CM y t tales que y = xt ∈ M. Por la invariancia de M
debeŕıa estar x = y(−t) también en M, lo cual es una contradicción.
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Ahora queda probado también que
◦
M es invariante si M lo es, por

concluir sucesivamente que CM, CM = C
◦
M y

◦
M = CCM son invariantes.

Finalmente, que la frontera ∂M de un conjunto M es invariante, se
desprende de la identidad ∂M = M ∩ CM.

Definición 2.3.10. El conjunto M ⊂ X es positivamente invariante
(negativamente) invariante si vale γ+(M) = M (γ−(M) = M). [Estas dos
reaciones son obviamente equivalentes a γ±(M) = M, respectivamente,
ya que M ⊂ γ±(M) valen siempre.]

En otras palabras, un conjuntoM es positivamente (negativamente)
invariante si órbitas pueden posiblemente entrar (salir), pero no salir de
(entrar en)M. Un conjunto es positivamente invariante y negativamente
invariante. Si tiene una de las dos últimas propiedades, lo llamamos,
genéricamente, semi-invariante.

La Proposición (2.3.9) vale igualmente para los dos tipos de semi--
invariancia, salvo las partes del inciso b) que se refiere al complemento
y a la frontera. De hecho, siM, por ejemplo, es positivamente invariante,
pero no negativamente invariante, hay órbitas que pasan de CM a M
a través de la frontera ∂M, y ésta, en consecuencia, no puede ser
ni negativamente invariante, ni positivamente invariante. Tenemos
entonces la proposición siguiente.

Proposición 2.3.11. Si M es positivamente invariante, CM lo es
negativamente, y viceversa.

La demostración es un ejercicio trivial.

2.4. Cerraduras de órbitas y semiórbitas. Conjuntos ĺımites.

De ahora en adelante, supongamos que el espacio X sea un espacio
métrico.

Introducimos las respectivas cerraduras de las dos semiórbitas y
de la órbita que corresponden a un punto x:

γ±(x) γ(x).

Un aspecto importante de la teoŕıa cualitativa de las ecuaciones
diferenciales es el conportamiento asintótico de los movimientos,
cuando t va hacia ±∞. En otras palabras, se trata de responder la
pregunta:

¿A donde van los movimientos cuando t tiende a ±∞?
Esto explica la importancia de los puntos ĺımites1 de un punto o de

una trayectoria.

1Introducidos por G. D. Birkhoff (1884-1944).
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Definición 2.4.1. El conjunto ĺımite positivo (negativo), o conjunto
ĺımite ω (α) correspondiente a x es el conjunto de todos los puntos y
para los cuales existe una sucesión (tn) tal que

tn → +∞(−∞), xtn → y.

A los conjuntos ĺımites los de y los denotaremos por Λ±(x).

Los puntos que conforman estos dos conjuntos se llaman puntos
ĺımites positivos ( negativos )[ o puntos ĺımites ω (α) ] de x.

Teorema 2.4.2. a) Puntos de una misma órbita poseen los
mismos conjuntos ĺımites. Por eso se justifica hablar de los
conjuntos ĺımites de una órbita.

b) Los conjuntos ĺımites son invariantes.
c) Los conjuntos ĺımites son cerrados.
d) Λ±(x) =

⋂
{γ±(xt) | t ∈ R}.

e) γ±(x) = γ±(x) ∪ Λ±(x).
f) Si la semiórbita γ±(x) es acotada, y si el espacio X tiene

la propiedad de que cualquier conjunto cerrado, acotado
es compacto (como el caso de los espacios euclideanos) los
conjuntos ĺımites son no vaćıos.

Demostración. a) y b) los proponemos como ejercicios. c) será una
consecuencia de la parte d). Prueba para d). Probaremos primero queΛ+(x) ⊂ γ+(xt) vale para cualquier t ∈ R. [La relación análoga paraΛ−(x) se prueba de la misma manera.] De hecho, a cada y ∈ Λ+(x) se le
asocia una sucesión (tn) tal que tn → +∞ y xtn → y.

Obviamente, tn > t, para todo n salvo un número finito. Entonces
es claro que y ∈ γ+(xt), ya que xtn = (xt)(tn − t) ∈ γ+(xt), para casi
todos los n.

Para probar la inclusión inversa, (otra vez, sólo para Λ+) consider-
amos un punto y que pertenece a todos los conjuntos γ+(xt), t ∈ R ( ver
la parte d) del teorema 2.4.2 ) . Observemos primero que la definición
de Λ+(x) se puede reformular de la siguiente manera:

y ∈ Λ+(x) si y sólo si, para cualquier vecindad U de y y cualquier
t > 0, existe un valor t′ > t y un punto y′ ∈ U tales que y′ = xt′ ∈ U.
Debido a lo dicho arrriba, esto implica que y ∈ Λ+(x).

Para probar e), observemos primero que la inclusión ‘‘⊃" corre-
spondiente es una consecuencia inmediata de la parte d) ( poniendo
t = 0 ). Para probar la inclusión contraria, sea por ejemplo, y ∈ γ+(x), y
sean yn ∈ γ+(x) tales que yn → y, y tn ≥ 0 tales que yn = xtn. Si (tn)
es acotada, existe una subsucesión convergente, t′n, tal que xt′n → xt,
t ≥ 0. Aśı que en este caso, y ∈ γ+(x).
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El mismo argumento vale siempre que (tn) contenga una sub-
sucesión acotada (y por ende una convergente). Queda por considear
únicamente el caso tn → +∞, en el cual obviamente vale y ∈ Λ+(x).

Finalmente para probar la parte f), consideremos una sucesión
cualquiera (tn) que tiende a +∞. Siendo la sucesión (xtn) relativamente
compacta, ella posee una subsucesión convergente cuyo ĺımite es un
punto de Λ+(x). �

[Para un espacio métrico cualquiera, el conjunto ĺımite de una
semiórbita si puede ser vaćıo. Sea por ejemplo, X el intervalo (0,+∞) y
la ecuación ẋ = −x dada entonces las soluciones (que son x(t) = x0e−t)
tienen conjunto ĺımite Λ+(x0) vaćıo.]

La relación e) del teorema 2.4.2 puede servir como punto de partida
para una primera clasificación de las órbitas. En primer lugar, se puede
hacer la distinción siguiente:

Caso A: Los conjuntos γ±(x) y Λ±(x) son ajenos.
Caso B: Los dos conjuntos tienen por lo menos un punto en común.

En lo que sigue nos limitamos al caso de semiórbitas y conjuntos
ĺımites positivos.

Empezamos con el caso B), suponiendo la existencia de t ≥ 0 tal
que xt ∈ Λ±(x). Entonces debido a la propiedad b) del teorema 2.4.2,
toda la órbita γ+(x) pertenece a Λ±(x):

γ(x) ⊂ Λ+(x) (2.7)

En particular, x ∈ Λ+(x). Esto prueba que el caso B) coincide con la
clase de órbitas que caen bajo la siguiente definición.

Definición 2.4.3. Un punto x [ o su órbita γ(x) o movimiento πx ]
es positivamente estable en el sentido de Poisson, abreviado P+-estable
si satisface la condición

x ∈ Λ+(x).

Análogamente se define el concepto de P−-estable 2

Una subdivisón natural de las órbitas Poisson-estables se obtiene
haciendo una distinción entre de los casos siguientes:

B1) La inclusión (2.7) es estricta:

γ+(x) & Λ+(x).

B2) La misma inclusión (2.7) es invertible:

γ+(x) = Λ+(x).

2Según otra terminoloǵıa, en lugar de P±-estable se dice también (posi-
tiva/negativamente) recurrente. Sin embargo, hay en este uso del término recurrente
una cierta ambigüedad, porque el mismo término se usa también en un sentido más
restringido (parecido al concepto de casi-periodicidad). Véase [NS].
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El segundo caso se presenta cuando γ(x) es una órbita priódica,
y en particular, cuando es un punto cŕıtico, o de reposo, o punto de
equilibrio, γ(x) = {x}. Antes deconsiderar el caso con más detalle, nos
preguntamos si el caso B1) es posible.

Cuando se trata de un flujo en el plano, el caso B1) no puede ocurrir.
[En el caso de que éste sea definido por ecuaciones diferenciales, esto
es una consecuencia de la teoŕıa de Poincaré- Bendixson.] En cambio si
es posible cuando se trata de flujos en otros espacios, por ejemplo en
un toro. De hecho construiremos un flujo en el toro T2 = S1 × S1, que
exhibe este comportamiento, de la siguiente manera.

Partimos de sistema de ecuaciones diferenciales
ẋ = 1,
ẏ = α,

(2.8)

donde α sea un número irracional; supongamos α > 0, aunque esto
no es esencial. Además fijamos un punto inicial (0, y0), (0 ≤ y0 < 1).
Identificando los lados del cuadrado unitario, x = 0 con x = 1, y y = 0
con y = 1, obtenemos el toro T2. El flujo sobre este (‘‘flujo cociente")
se obtiene reduciendo cada órbita del flujo en el plano ‘‘módulo 1" (
reduciendo cada coordenada a 0 cuando alcanza el valor 1). Los puntos
de intersección de la semiórbita en T2 que corresponde a la semiórbita
definida arriba, con el ćırculo x = 0 del toro, se determinan por sus
coordenadas y reducidas mod 1 que toman valores:

yn = y0 + αn( mod 1).

Según un teorema de Kronecker, esto números forman un conjunto
denso en el intervalo [0,1], y ya que la semiórbita intersecta un ćırculo
x = x1 (0 ≤ x1 < 1) cualquiera en puntos yx1

n := yn + αx1, se ve que
la semiórbita forma un conjunto denso en el toro, mientras que esta
misma forma, por su puesto, un subconjunto propio de él. Ver Figura
2.1

Una pequeña modificación de este ejemplo nos da un ejemplo
de órbitas que son sólo unilateralmaente Poisson-estables (P+ o P−).
Para este f́ın introducimos en T2 las coordenadas toroidales ϕ, θ (que
corrresponden en el ejemplo anterior a 2πx, respectivamente 2πy
reducidas mod 1 ) y consideramos el sistema

ϕ̇ = sen2 ϕ
2

+ sin2θ
2
,

θ̇ = α(sin2ϕ
2

+ sin2θ
2

).
(2.9)

Las órbitas de este son la mismas como en el último ejemplo, pues
satisfacen la misma ecuación diferencial dθdϕ = α, equivalente de dy

dx = α,
con la única excepción que a los valores ϕ = 0, θ = 0 les corresponde
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Figura 2.1. Ilustración del ejemplo.

un punto cŕıtico, siendo allá ϕ̇ = θ̇ = 0. Representamos el toro por el
cuadrado

0 ≤ ϕ < 2π, 0 ≤ θ < 2π,
identificando lados opuestos. Ver la Figura 2.2

Figura 2.2. Ilustración de la demostración

El único punto cŕıtico corresponde a las cuatro esquinas del
cuadrado, y las demás trayectorias a sucesiones de trozos de rectas de
pendiente α. Al punto cŕıtico lo denotamos por P0. En particular, hay
exactamente órbitas, γ1 y γ2, que abarcan trozos de rectas que pasan
por las esquinas del cuadrado. Si α es irracional, estas dos órbitas serán
diferentes (por el teorema de Kronecker mencionado). Denotando por
γ1 la órbita que primero se aleja de punto cŕıtico para t creciente.
Este último es, por ende, el (único ) punto ĺımite negativo de γ1. En
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consecuencia, γ1 no es P−- estable. Por otra parte, igual como en el
caso anterior, γ1 intersecta al ćırculo C : ϕ = 0 en un conjunto denso,
por cual razón existen, si fijamos un punto p ∈ γ1, valores tn tales que
ptn → p′ ∈ C cualquiera; obviamente, tn → +∞. [Pues tn → −∞ es
imposible, ya que para t → −∞ el movimiento tiende a p0 sin cruzar
C, y por otra parte sus puntos de intersección con este son aislados en
t (diferiendo los instantes en que cruzan entre si por múltiplos de 2π).
Por esta razón la sucesión (tn) no puede tener ninguna subsucesión
acotada.] Resulta que C ⊂ Λ+(p), y por ende Λ+(p) = T2 (ya que lo
mismo vale para cualquier ćırculo ϕ = constante.) Aśı que tenemos

{p0} = Λ−(p), γ(p) & Λ+(p) = T2,

lo cual prueba que γ1 es P+- estable, pero no P−- estable. Análogamente
se ve que γ2 es P−-estable, pero no P+-estable.

Caso B2). Probaremos el siguiente

Teorema 2.4.4. El punto x es periódico si y sólo si vale la identidad

γ+(x) = Λ+(x) (2.10)

[O la análoga, γ−(x) = Λ−(x)].

Demostración. a) Supóngase que se cumpla (2.10). Entonces, por la
invariancia de Λ+(x), vale también Λ+(x) = γ(x). Esto implica que para
cualquier y = x(−t) (t > 0), existe un t′ > 0 tal que y = xt′, o sea, x(−t),
o x = x(−t)t = (xt′)t = x(t′ + t). Es decir que t′ + t(> 0) es un periodo de
x.

b) Supongamos que x tiene el periodo t (> 0). x = xt. Verificamos
la condición (2.10). Primero, sea y ∈ γ+(x), por ejemplo, y =
xt′ (t′ ≥ 0). Obviamente, cualquier múltiplo nt de t es un periodo
de x [x(2t) = (xt)t = xt = x, etc., por inducción]. Entonces,
y = xt′ = [x(nt)]t′ = x(nt + t′), lo cual implica y ∈ Λ+(x), pues
nt + t′ → +∞. Resulta

γ+(x) ⊂ Λ+(x).

Ahora, sea y ∈ Λ+(x). Por ejemplo, tn → +∞, xtn → y. Podemos
encerrar cada tn en un intervalo [knt, (kn + 1)t), kn ∈ N. Ya que
x(knt) = x, tenemosxtn = x(knt)[tn−knt] = x(tn−knt). Aqúı la sucesión
tn − knt es acotada; por ende posee una subsucesión convergente, la
cual sea t′n, y su ĺımite t′. Entonces tenemos xt′n → xt′, y xt′n → y,
de donde y = xt′, o sea, Λ+(x) ⊂ γ+(x). Ambas inclusiones juntas dan
(2.10). �

2.5. Movimientos periódicos.

Hemos usado ya la siguiente definición:
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Definición 2.5.1. Un punto x es periódico si existe un número T > 0
tal que xT = x. El número T se llama un periodo de x.

Proposición 2.5.2. a) Si T es un periodo de x, vale x(T+t) = xt
para todo t ∈ R.

b) Si x tiene el periodo T , cualquier punto de la misma órbita de
x, y ∈ γ(x), tiene el mismo periodo.

Por eso es leǵıtimo hablar del periodo de la órbita, y de órbita
periódica (o movimiento periódico).
Demostración. a) x(T + t) = (xT )t = xt. b) Sea y = xt; entonces:
yT = (xt)T = x(t + T ) = (xT )t = xt = y. �

Nota 1. Los puntos cŕıticos son periódicos, de periodo arbitrario.
LLamamos periodo primitivo (también periodo fundamental) de x un
número T > 0 tal que cualquier periodo de x es un múltiplo de T .

Teorema 2.5.3. Cualquier movimiento periódico que no sea un punto
cŕıtico tiene un periodo primitivo.

Demostración. Sea P el conjunto de todos los periodos de x, (hay que
notar que, según nuestra definición todos los periodos son positivos.)
Denotamos

T =: inf P.
Afirmamos que T > 0. En caso contrario, i.e. T = 0, existiŕıa una
sucesión (tn) de periodos tal que tn → 0. Tenemos xtn = x (∀n).
Probamos que, bajo estas condiciones, x seŕıa un punto cŕıtico.
Primero observemos que x = xt implica x = x(nt), para todo n
entero. Basta probarlo para n > 0, pues si n < 0, x(nt) = x
implica x = [x(nt)](−nt) = x(−nt), y para n = 0 de todos modos
es obvio. Siendo la afirmación claramente válida para n = 1,
procedemos por inducción. Suponiendo que vale hasta n− 1, tenemos:
x(nt) = x[(n− 1)t + t] = [x(n− 1)t]t = xt = x, la última igualdad debido
a la hipótesis. Para probar que x es cŕıtico, es necesario y suficiente
probar que para cualquier t ∈ R, vale xt = x. Con este f́ın construimos
una sucesión (tk), tal que tk → t, y xtk = x para todo k. Sea (εk) una
sucesión de números positivos que tiende a cero. Entonces elegimos
para cada k un periodo tk < εk. Entonces el conjunto {ntk | n ∈ Z}
es tk-denso en R ( i.e., cada punto t ∈ R se encuentra a una distancia
< εk de un punto del conjunto, por ser ntk − (n− 1)tk < εk). Elegimos
nk tal que d(t, nktk) < ε

k . Poniendo t′k := nktk tenemos que t′k → t, lo
cual implica, debido a la continuidad con respecto a valores iniciales,
xt′k → xt. Pero t′k son periodos de x aśı que xt′k = x, o sea x se
encuentra arbitrariamente cerca de xt, lo cual implica xt = x. Esto
prueba que Siendo T = 0, x seŕıa cŕıtico contrario a la hipótesis.
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Falta solamente probar que T es periodo de x. Pero esto es una
consecuencia del hecho de que ĺımites de sucesiones convergentes
de periodos son periodos. De hecho, por la definición de T , existen
periodos tk → T , lo cual implica

xT = limxtk = limx = x.

Aśı que T es un periodo primitivo de x. Además es único, pues
si T y T ′ fuesen ambos periodos primitivos, cada uno debeŕıa ser un
múltiplo del otro, lo cual es posible sólo si ambos son iguales. �

Corolario 2.5.4. Toda órbita periódica coincide con sus dos conjun-
tos ĺımites.

Demostración. Esto es una consecuencia del Teorema 2.4.4, allá se
observó primero que (2.10) implica Λ+(x) = γ(x), y (2.10) es equivalente
a la periodicidad de x. Para Λ−(x) vale análogamente. �

Teorema 2.5.5. Toda órbita periódica es compacta.

Demostración. Ya que en espacios métricos la compacidad coincide con
la compacidad secuencial, hay que probar solamente esta última. Sea
γ+(x) una órbita periódica, con periodo positivo T , y sea tn una sucesión
numérica cualquiera. Reducimos los tn módulo T , lo cual da nuevos
números sn, ubicados todos en el intervalo [0, T ]. Siendo el intervalo
[0, T ] compacto, la sucesión (sn) una subsucesión convergente, decimos
(s′n). Entonces, por continuidad, la sucesión (xs′n) también converge, y
de hecho converge a un punto de γ+(x), pues si s′ es el ĺımite de la
sucesión (s′n), vale xsn → xs′. �

Agregamos que las órbitas son homeomorfas a circunferencias.
Recordemos primero un teorema bien conocido que dice que
Una aplicación biuńıvoca y continua de un conjunto compacto es un

homeomorfismo. (Es decir que la aplicación inversa es automáticamente
continua). Y también este otro:

La imagen de un conjunto compacto bajo una función continua es
compacta.

Aplicando estas proposiciones obtenemos que un arco de órbita
que no sea un punto cŕıtico, {xt | t1 ≤ t ≤ t2}, si la órbita no es
periódica, o su periodo primitivo es mayor que t2 − t1, es homeomorfo
a un intervalo cerrado (pues mapea el intervalo de manera continua y
biunivoca [Por ser el intervalo más corto que el periodo] al arco).

Volvemos al resultado enunciado anteriormente: Las órbitas
periódicas son homeomorfas a circunferencias.

Proposición 2.5.6. Una órbita periódica, que no sea un punto cŕıtico,
es homeomorfa a una circunferencia.
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Demostración. Sea γ(x) la órbita y T (> 0) su periodo primitivo.
Entonces la función πx(t) es una biyección continua del intervalo [0, T )
a γ(x). Consideremos una circunferencia C dotada de una coordenada
ćıclica θ que sea normada de tal manera que a una vuelta por C en un
sentido determinado corresponde un aumento de θ por T . Denotamos
la función que asigna a cada valor de θ ∈ [0, T ) un punto de C por
ϕ(θ). Siendo esta función biuńıvoca, podemos formar su inversa, ϕ−1,
que lleva C al intervalo I = [0, T ), y es continua salvo en ϕ(0) (donde
asume los ĺımites 0 y T ). Por lo tanto, la función compuesta, πx ◦ϕ−1,
es una biyección de C a γ(x), y es continua salvo en el punto ϕ(0).
Averiguamos la continuidad en este punto. Consideramos primero
una sucesión tn(= θn) → 0+, entonces ϕ−1(ϕ(θn)︸ ︷︷ ︸

pn

) = θn → 0, mientras

ϕ(θn)→ ϕ(0)︸︷︷︸
p0

, yπx(tn)→ x lo cual daπx◦ϕ−1(pn)→ x. Análogamente,

t′n(= θ′n) → T implica ϕ−1(p′n) = θ′n → T [p′n := ϕ(t′n)], ϕ(θ′n) → p0,
πx(t′n)→ x, de donde πx(ϕ−1(p′n))→ x mientras p′n → p0.

Esto prueba que la función πx ◦ ϕ−1 toma en p0 el ĺımite único
x, y queda demostrada la continuidad de la misma en toda C. Siendo
esta compacta, se concluye que πx ◦ϕ−1 es un homeomorfismo de la
circunferencia C a la órbita. Ilustramos esta dermostración mediante la
siguiente Figura 2.3. �

Figura 2.3. Ilustración de la demostración de la Proposición 2.5.6.

2.6. Flujos diferenciables y ecuaciones diferenciales.

Para poder hablar de sistema dinámico (o flujo) diferenciable, es
necesario que el espacio estado X posea una estructura lineal para
poder formar diferencias y por ende cocientes de diferencias que en el
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ĺımite dan derivadas. En particular esto es el caso si el espacio X es
euclideano.

Definición 2.6.1. El sistema dinámico

π : X × R→ X

es diferenciable si todas las funciones πx (x ∈ R) (movimientos) son
diferenciables para todo t ∈ R.

De hecho, es suficiente exigir la diferenciabilidad para cada
movimiento sólo para el punto inicial, ya que entonces resulta
automáticamente diferenciable a lo largo de su dominio que es R.
De hecho, para que πx sea diferenciable en t, es necesario y suficiente
que πxt sea diferenciable para 0, ya que πxt(0) = (xt)0 = xt = πx(t). Aśı
que si πxt es diferenciable en 0, πx lo es en t.

Ahora supongamos dado en X un campo vectorial f (que asigna
a cada punto x ∈ X un vector f (x)). Exigiendo que en cada punto x
la derivada d

dtπx(0) coincide con el vector f (x), se llega a la ecuación
diferencial

d
dt
πx(0) = f (x) (x ∈ X). (2.11)

Si se cumple esta identidad, decimos que el flujo π satisface la
ecuación diferencial ẋ = f (x).

Escribimos la ecuación (2.12) en la forma equivalente pero más
acostumbrada:

d
dt
πx(t) = f (πx(t)) (t ∈ R, x ∈ X). (2.12)

De hecho, para t = 0 esta se reduce a la anterior (ya que πx(0) = x).
Pero también es consecuencia de la misma. En efecto, para x y t dados,
podemos reescribir (2.12) como

d
dt
πxt(0) = f (πxt(0)) = f (xt) (t ∈ R, x ∈ X). (2.13)

La cual es (2.11) con xt en lugar de x. La ecuación (2.12) es la forma
más expĺıcita de la ecuación diferencial que se escribe usualmente como

ẋ = f (x),

cual forma debe considerarse sólo como una notación abreviada
(ya que, entendida literalmente, no tiene sentido.) Podemos decir
que el concepto de sistema dinámico continuo expresa la estructura
algebraico-topológica de la totalidad de las soluciones de un sistema
de ecuaciones diferencial para el cual se cumplen los teoremas de
existencia para toda la recta R (o existencia global), unicidad y
dependencia continua de las soluciones con respecto a los valores
iniciales. Sabemos que todas estas propiedades salvo la existencia
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global, se satisfacen si el sistema cumple una condición de Lipschitz
en una vecindad de cada punto, lo cual garantiza la continuabilidad de
las soluciones hasta la frontera de cierta vecindad cerrada, acotada del
punto inicial, o si al contrario queda dentro de esta vecindad, entonces
la solución es continuable por todo el intervalo infinito [0,+∞) { y
análogamente, por todo el intervalo (−∞,0], cuando se trata de la
continuación hacia atrás }.

Con respecto a la existencia global, puede ocurrir que una solución
se escapa al infinito en un tiempo finito, es decir que existe un número
t∗ > 0 tal que las normas de los puntos alcanzados por la solución en el
tiempo t tienden a infinito cuando t→ t∗. Este fenómeno lo llamamos
simplemente escape en tiempo finito. Se sabe de la teoŕıa de ecuaciones
diferenciales lineales que estas siempre permiten una continuación de
las soluciones por toda la recta. Por otra parte, ya entre las ecuaciones
no lineales más sencillas se encuentran casos con escape en tiempo
finito. Esto sucede por ejemplo con la ecuación

ẋ = x2.

La integración da la solución x(t) con punto inicial x0 6= 03 en la
forma:

x(t) =
1

1
x0
− t

la cual está definida sólo en el intervalo t < 1
x0

suponiendo x0 > 0.

(También existe para t > 1
x0

, pero nos interesa solamente el intervalo

que contiene 0.) Para t→ 1
x0

, x(t) tiende a infinito en valor absoluto.
Sistemas que son como sistemas dinámicos salvo que sus

movimientos están definidos solamente en intervalos que no abarcan
necesariamente todo R, se llaman sistemas dinámicos locales (o también
flujos locales Váse [BO]. [Es claro que en este caso el axioma II] vale
únicamente para los valores de t1 y t2 para los cuales los respectivos
movimientos están definidos.] Las ecuaciones diferenciales con escape
en tiempo finito pueden concebirse como sistemas dinámicos locales.
De hecho, para dibujar el retrato fase de una ecuación, no importa si
las soluciones que se alejan al infinito están definidas o no para toda
la recta, ya que las curvas orientadas que representan las soluciones
(órbitas) no reflejan esta diferencia; del parámetro t sólo influye en las
órbitas el sentido en el cual este crece. Sin embargo, ecuaciones que pre-
tenden representar sistemas reales, no deben presentar este fenómeno,
por cual razón es útil tener a la mano criterios que lo excluyen, como
el siguiente (de Whitney y Wintner 4)

3x0 = 0 corresponde a la solución trivial que siempre existe en toda la recta.
4Para referencias completas, consulte [N-S] pp.9.
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Teorema 2.6.2. Dada la ecuación diferencial (vectorial)

ẋ = f (x), (x ∈ Rn, f : Rn → Rn),

con f continua en todo Rn, sus soluciones están definidas en toda la
recta R si la condición

‖f (x)‖ = o(‖x‖) (2.14)

vale para ‖x‖ → +∞: [Aqúı estamos usando la norma ‖x‖ = |x1| + ... +
|xn|, x = (x1, ..., xn).]

Demostración. Una demostración se encuentra en [N-S]. �
La condición (2.14) dice esencialmente que la función f no crece

más que en el caso de un sistema lineal, aunque f no tiene que ser
lineal. En particular, el teorema no cubre el caso (más importante)
donde el segundo miembro de la ecuación es un polinomio (como en el
ejemplo dado). En estos casos la cuestión de escape en tiempo finito
tiene que ser decidida individualmente. Daremos unos ejemplos para
ilustrar como se puede hacer esto en un caso concreto.

Ejemplo 2.6.3. Consideremos el sistema de ecuaciones,

ẋ = −x + xy,
ẏ = −y. (2.15)

La segunda ecuación, que es independiente de la primera (sistema
en forma triángular), tiene el origen asintóticamente estable (todas las
órbitas tienden a él para t → +∞). Por eso, si una variable se escapa,
tiene que ser x. Para ver que esto no es el caso, probamos primero el
siguiente resultado (que puede servir para muchos casos parecidos).

Proposición 2.6.4. [Principio de comparación.] Dadas dos ecuacio-
nes diferenciales, de las cuales una puede ser no autónoma5,

ẋ = f (x, t), (x, f ∈ R),

u̇ = ϕ(u), (ϕ : R+ → R+),
(2.16)

y dos puntos iniciales respectivos, x0 y u0 que satisfagan las desigual-
dades siguientes:

a) |f (x, t)| < ϕ(|x|), (∀x 6= 0, t);
b) |x0| < |u0|.

Sean x(t) y u(t) las soluciones respectivas. Entonces vale:

|x(t)| < u(t), (∀t ≥ 0). (2.17)

5Es conveniente suponer que la ‘‘ecuación de comparación sea autónoma.
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Demostración. Supongamos que existe un valor t > 0 tal que
|x(t)| > u(t). Debido a la condición b), existe un valor τ ∈ (0, t) tal
que

|x(τ)| = u(τ). (2.18)

(por ser las funciones x y u continuas). Introducimos la función
y(t) = |x(t)| −u(t). Entonces (2.18) da y(τ) = 0. Podemos suponer que τ
sea el valor maximal de t dentro del intervalo (0, t) que satisface (2.18).
[Pues si σ es el supremo de estos valores de t que satisfacen (2.18), con
τ = σn. Entonces y(σn) → y(σ), y ya que y(σn) = 0, también y(σ) = 0.]
Aśı tenemos:

y(τ) = 0, y(t′) > 0 (∀t′ ∈ (τ, t]). (2.19)

Por otra parte tenemos:

ẏ(τ) =
˙̂|x(τ)| − u̇(τ)

donde
˙̂|x(τ)| =

{
f (x(τ), τ)) si x(τ) ≥ 0,
−f (x(τ), τ)) si x(τ) 5 0.

(2.20)

y
u̇(τ) = ϕ(u(τ)).

Independiente del signo de x(τ), primero da ẏ(τ) < 0. Pero, siendo

ẏ(τ) = lim
h→0+

y(τ + h)− y(τ)

h
,

y y(τ+h) > y(τ) para h > 0, pequeño, este ĺımite no puede ser negativo,
lo cual es una contradicción.(Ver la Figura 2.4.) �

Figura 2.4. Ilustración de la demostración de la Proposición 2.5.6.

Corolario 2.6.5. Si las soluciones de la ecuación u̇ = ϕ(u) son
acotadas, las de ẋ = f (x, t) también son acotadas.
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(Pues si x(t)) es una solución de la segunda ecuación, con x(0) = x0,
es mayorizada por la ecuación u(t) de la primera si se toma u(0) > |x0|.)

Corolario 2.6.6. Si la ecuación u̇ = ϕ(u) no tiene escape en tiempo
finito, ẋ = f (x, t) tampoco lo tiene.

La demostración es trivial, dar los detalles como ejercicio.

Ejemplo 2.6.7. Probar que ẋ = − 1
1+x2 tiene todas las soluciones

acotadas. De hecho, poniendo ϕ ≡ 0, tenemos f (x) = − 1
1+x2 < ϕ(x)

para toda x; ya que las soluciones de u̇ = 0 son acotadas, lo mismo vale
para la ecuación dada.

Observación 1. Para probar la acotación de las soluciones (o la
ausencia de escape en tiempo finito), basta usar una ecuación de
comparación, u̇ = ϕ(u), para la cual la condición primero vale para
valores de x absolutamente grandes, i.e., que exista B > 0 tal que
primero se cumple para |x| > B y que las soluciones u(t) sean
uniformemente acotadas, en el sentido que, para cada conjunto U
acotado, las órbitas con puntos iniciales en U tengan una cota común.
De hecho, si en este caso las soluciones de u̇ = ϕ(u) con puntos iniciales
en |u| 6 A tienen la cota común M(A), y x(t) es una solución con punto
inicial x0, elegimos una órbita de comparación u(t) con u0 = A > |x0|,
entonces |x(t)|, mientras x(t) permanece en |x| > B, no puede salir
de |x| 6 M(A). Si entra en |x| < B, y sale depués, para alcanzar en
un momento t1 un punto x1 tal que B < |x1| < u0, se toma (x1, t1)
como una nueva condición inicial, y otra vez la órbita no puede salir
de |x| 6 M(A) antes de regresar de nuevo a |x| < B. Repitiendo este
argumento, se llega a la conclusión de que la órbita nunca sale de
|x| 6 M(A), en otras palabras, tiene la cota M(A).

Ejemplo 2.6.8. Consideremos la ecuación diferencial

ẋ = x− x3.

Observamos que ẋ 6 0 para x > 1 y ẋ > 0 para x 6 −1. Ambas

desigualdades se pueden reunir en una:
˙̂|x| 6 0 para |x| > 1. Tomamos

como ecuación de comparación u̇ = 0 y vale primero en la forma
|x− x3| < 0 para |x| > 1, por ejemplo |x| > 2. Debido a la observación,
las órbitas son acotadas.

Nueva formulación del principio de comparación.

Proposición 2.6.9. Dadas las dos ecuaciones diferenciales donde f
y ϕ son continuas.

ẋ = f (x), (x, f ∈ Rn), (2.21)

u̇ = ϕ(u), (ϕ : R+ → R). (2.22)
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Introducimos en Rn la norma siguiente

‖x‖ = max{|xk| : k = 1, ..., n}.

Supongamos que se satisfacen las desigualdades siguientes:

1.) ‖f (x)‖ < ϕ(‖x‖) (x 6= 0, t > 0),
2.) ‖x0‖ < u0 (x0 ∈ Rn, u0 > 0).

Sean x(·) y u(·) soluciones de (2.21) y (2.22) respectivamente, que
satisfacen las condiciones iniciales correspondientes:

x(0) = x0, u(0) = u0.

Entonces vale, para todo t > 0, la desigualdad

‖x(t)‖ 6 u(t). (2.23)

Observación 2. Valen las siguientes equivalencias: 1.) equivale a

|fi(x)| < ϕ(‖x‖), (i = 1, ..., n; x 6= 0); (2.24)

(2.23) equivale a

|xi(t)| 6 u(t) (i = 1, ..., n; t > 0). (2.25)

(Por la forma de la norma).
Demostración. Supongamos que existe un t∗ > 0 tal que ‖x(t∗)‖ >
u(t∗). Siendo ‖x(t∗)‖ el máximo de los números |xi(t∗)|, existe un
i tal que |xi(t∗)| > u(t∗). Si denotamos x0 = (x1

0, ..., x
n
0 ), 2.) da

|xi| < u0, o sea, |xi(0)| < u(0). Denotando y(·) = |xi(·)| − u(·), tenemos
y(0) < 0, y(t) > 0. Aqúı y(·) es obviamente continua, lo cual implica
la existencia de un valor τ ∈ (0, t∗) tal que y(τ) = 0. Podemos suponer
sin pérdida de generalidad, que τ sea el último valor menor que t∗ para
el cual vale esto. [ Pues si existen varios puntos con esta propiedad
(posiblemente una infinidad), su sup tiene la misma por continuidad de
y(·), y este lo denotamos por τ. (Obviamente τ < τ∗, ver la Figura 2.5)].

Aśı que tenemos:

y(τ) = 0, y(t) > 0 (∀t ∈ (τ, t∗]). (2.26)

Formamos la derivada de y(·) en τ:

ẏ =
d
dt

[|xi(t)|]t=τ − u̇(τ).

El segundo término es −ϕ(u(τ)), mientras el primero es igual a
ẋi(τ)sgnxi(τ) = sgnxi(τ)f (x(τ), τ). Esto da:

ẏ(τ) = ±f (xi(τ), τ)−ϕ(u(τ))

≤ ‖f (xi(τ), τ)‖ −ϕ(‖x(τ)‖)
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Figura 2.5. Ilustración de la demostración de la Proposición 2.6.9.

(porque ‖x(τ)‖ = u(τ) ), y esta última diferencia es negativa debido a
(2.24). Aśı obtenemos

ẏ(τ) = lim
h→0+

y(τ + h)− y(τ)

h
< 0,

lo cual implicaŕıa y(τ + h) < y(τ) para h pequeño, y esto contradice
(2.26) ya que h > 0. �

Corolario 2.6.10. Si las soluciones de la ecuación u̇ = ϕ(u) son
acotadas, las de ẋ = f (x) también lo son, siempre que se cumplan las
hipótesis de la Proposición 2.6.4.

Pues si x(t) es una solución de la segunda ecuación, con x(0) = x0,
entonces esta es dominada por la solución u(t) de la primera (en el
sentido de la desigualdad (2.23)) si se toma para u una condición inicial
u(0) > ‖x0‖.

Corolario 2.6.11. Si la ecuación (2.22) no tiene escape en tiempo
finito,(2.21) tampoco lo tiene (bajo las hipótesis de la proposición 2.6.9).

Esto es una consecuencia trivial.
Ejercicio: Dar los detalles.

Ejemplo 2.6.12. Probar que todas las soluciones de la ecuación

ẋ = − 1

1 + x2
,

son acotadas.
Solución. Podemos usar como solución de comparación u̇ = 0, ya
que − 1

1+x2 < 0 para todo x. Siendo las soluciones de u̇ = 0 acotadas
(constantes), las de la función dada lo son también por la proposición.
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Observación 3. [Importante]. Para probar que la ecuación (2.21)
no tiene escape en tiempo finito, basta exigir que la ecuación de
comparación (2.22) tenga esta propiedad, y que la hipótesis 1.) valga
para valores x con ‖x‖ > B, para alguna constante B > 0.

Demostración. Supongamos que alguna solución x(·) de (2.21), con
punto inicial x0, tiende a infinito cuando t→ t∗− (t∗ > 0)6:

lim
t→t∗−

‖x(t)‖ =∞.

Por continuidad de ‖x(·)‖, existe obviamente un valor t′0 ∈ [0, t∗) tal
que ‖x(t)‖ > B para todo t ∈ [t′0, t

∗). Elegimos un nuevo punto inicial
(t′0, x(t′0)) [lo cual en efecto da x′(0) = x(t′0) =: x0]. Elegimos depués un
valor inicial u′ > ‖x′0‖ para (2.22) y denotamos por u′(·) la solución con
la condición inicial u′(t′0) = u0. Ahora podemos aplicar la desigualdad
1.) a todos los valores t ∈ [t′0, t

∗), ya que ‖x(t)‖ > B en este intervalo.
Siendo u′ definida para todo t > t′0, vale la desigualdad (2.23), en todo
el intervalo [t′0, t

∗), ya que u′ es acotada en este intervalo, x(·) lo es
también en contradicción a (2.25). �
Revisión de ejemplo 2.6.12

Siendo ẋ < 0 para todo x, es decir ‖f‖ 6 0 (f de la proposición
2.6.9), podemos usar como ecuación de comparación a cualquier
ecuación u̇ = ε (ε > 0). Si alguna solución de la ecuación (ẋ = − 1

1+x2 )

no fuese acotada, para cualquier M existríıa un t1 > 07 tal ‖x(t1)‖ > M.
Ahora elegimos ε = M

t1
, entonces resulta u(t1) = M

t1
t1 = M, y (2.23) daŕıa

‖x(t1)‖ 6 M, lo cual es una contradicción.

Observación 4. Para ser exacto, habŕıa que asegurar que las
soluciones de la ecuación existen en toda la recta R+. La existencia
local está garantizada por la continuidad de f (= − 1

1+x2 ), y la global por
el corolario 2.6.11.

Corolario 2.6.13. [= Teorema 2.6.2] La ecuación diferencial ẋ =
f (x) no tiene escape en tiempo finito si

f (x) = O(‖x‖)

para ‖x‖ grande (suponiendo que la existencia local esté garantizada).

Demostración. La hipótesis signifca la existencia de dos constantes
B > 0 y M > 0 tales que ‖f (x)‖ 6 M‖x‖ para ‖x‖ > B. Se puede usar la
ecuación de comparación u̇ = N. u (N > M) para ‖x‖ > B y aplicar el
corolario 2 junto con la observación 3. �

6Suponiendo x(t) existente para t ∈ [0, t∗).
7Probamos la acotación en sentido t > 0.
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Ejemplo 2.6.14. Consideremos la ecuación diferencial

ẋ = x sinx.

la aplicabilidad del corolario 2.6.13 es evidente.

Aplicación al ejemplo 2.6.3:

ẋ = −x + xy,
ẏ = −y. (2.27)

Fijando una solución particular, con valores iniciales x0, y0, que
sea x(t), y(t), observemos primero que y(t) 6 y0 para t > 0. En
consecuencia, tenemos, poniendo f (x) = −x + xy

|f (x)| 6 |x||y0 − 1|.

Usando la ecuación de coparación u̇ = cu, C = |y0−1| y el corolario
2.6.11, se ve que no hay escape en tiempo finito. Ver Figura 2.6

x ’ = − x + x y
y ’ = − y      
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Figura 2.6. Ilustración de la aplicación al Ejemplo ??.

Ejemplo 2.6.15. Consideremos el sistema de ecuaciones

ẋ = −x3,
ẏ = x + y.

(2.28)

Resolvemos primero la primera ecuación:

t = −
∫ x

x0

x−3 dx =
1

2
x−2|xx0

=
1

2
(

1

x2
− 1

x0
2

),

x(t) = (
1

x0
2

+ 2t)−2;
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esta está definida para todo t > 0, y tiende a 0 cuando t → +∞. Por
eso x(t) es acotada, decimos |x(t)| 6 M (t > 0) Esto da para la segunda
ecuación la estimación

|ẏ| = |x + y| 6 |x| +M.
Usando la ecuación de comparación u̇ = u + M, se ve que esta
no tiene escape en tiempo finito (la sustitución v = u + M da
v̇ = u̇ = u +M = v, v = v0et, u = v−M = v0et −M = (u0 +M)et −M).)
Ahora el corolario 2.6.11 da la misma propiedad para la segunda
ecuación, y desde luego para el sistema.

x ’ = − x3

y ’ = x + y
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Figura 2.7. Ilustración del Ejemplo 2.6.15.

Ejercicios Determine cuales de las siguientes ecuaciones y sistemas
tienen escape finito y cuales no:

(1) ẋ = x2 para x0 < 0, t > 0.
(2) ẋ = −x2 para

(a) x0 < 0, t > 0,
(b) x0 > 0, t > 0.

(3)
ẋ = −x5,
ẏ = xy + x2.

(4)
ẋ = y,
ẏ = −x,
ẋ = xyz.





Capítulo3
Teoŕıa de Estabilidad

3.1. Estabilidad, prolongación y función de Lyapunov

Presentamos la teoŕıa en el contexto de un sistema dinámico en un
espacio métrico X, porque es en éste donde ella donde ella adquiere su
máxima elegancia. Para los ejemplos y las aplicaciones suponemos que
X sea el espacio Euclideano, Rn. Usamos las mismas notaciones del
caṕıtulo precedente.

En el primer caso supongamos que esté dado un sistema dinámico
(X,R, π) que tenga un punto cŕıtico (o de equilibrio) que denotamos
por 0 o posiblemente un conjunto compacto invariante M. [Se puede
pensar por ejemplo, en una órbita periódica o en un toro invariante.]
Denotaremos los puntos deX por p y por q para no confundirlos con las
variables. Cuando hablamos de una ecuación diferencial, suponemos
que esta sea de la forma

ẋ = f (x) (x ∈ Rn), (3.1)

con el origen como punto cŕıtico, o sea, f (0) = 0, y que satisfaga en una
vecindad de 0 a una condición de Lipschitz, para representar un sistema
dinámico, por lo menos localmente, siendo el concepto de estabilidad
de Lyapunov estrictamente local.

Si p ∈ X y A ⊂ X, denotamos a las vecindades esféricas de radio r
de estos por Br (p) y Br (A); y las esferas de radio r de estos Sr (p) y Sr (A)
respectivamente:

Br (p) := {q ∈ X | d(p, q) < r}, (r > 0, p ∈ X);

Sr (p) := {q ∈ X | d(p, q) = r},
Br (A) := {q ∈ X | d(p,A) < r}, (A ⊂ X); y

Sr (A) := {q ∈ X | d(p,A) = r}.
donde d(p,A) := inf{d(p, q) | y ∈ A}. Si p = 0, escribimos simplemente
Br y Sr para la vecindad y la esfera de estos, respectivamente.

Definición 3.1.1. El punto de equilibrio 0 es estable (en el sentido
de Lyapunov) si

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀p ∈ Bδ(0)) ⇒ γ+(p) ⊂ Bε(0). (3.2)

39
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Usando el lenguaje descriptivo cualitativo se puede decirlo aśı: Un
movimiento que empieza cerca del origen, permanece para siempre
cerca de él. [Se entiende que para t > 0.]

Esta definición puede aplicarse igualmente a un conjunto compacto
invariante M, hablando de la estabilidad del conjunto M si se escribe en
lugar de Bδ(0) y Bε(0), Bδ(M) y Bε(M) respectivamente.

La estabilidad en el sentido negativo, o simplemente estabilidad
negativa, se define reemplazando en la definición γ+(p) por γ−(p).

Cabe mencionar que la definición de estabilidad se asemeja
formalmente a la dependencia continua con respecto a la condición
inicial, con la diferencia que en el caso de esta la inclusión vale para
arcos finitos de órbitas como p[0, T ] entonces solamente, y no para
toda la semiórbita, como aqúı. En este sentido, la estabilidad es la
dependencia continua con respecto a valores iniciales uniformemente
con respecto al largo del intervalo. Cuando el equilibrio 0, o el conjunto
invarianteM no satisface la condición de estabilidad, se llama inestable.

En un leguaje más convencional, se habla de la estabilidad (inesta-
bilidad) de la solución cero (y no del punto cŕıtico).

Ejemplo 3.1.2. En el caso de una ecuación escalar de primer orden,
ẋ = f (x), la estabilidad se determina por el término lineal, si este no es
cero. De hecho sea

ẋ = f (x) = ax + g(x), a 6= 0,

donde g empieza con términos de grado 2. Supongamos f de clase C2.
Entonces se puede factorizar f :

ẋ = x(a + xO(1))

con O(1) acotado para |x| pequeño. Para determinar la estabilidad
o inestabilidad, indagamos los signos de ẋ para x > 0 y x < 0,
absolutamente pequeños. Observamos la siguiente
Regla: Si en un sistema unidimensional, existe una vecindad {x ∈
R | |x| < ε} de origen en la cual xẋ tiene signo fijo, entonces:

(i) x = 0 es estable si xẋ 6 0,
(ii) x = 0 es inestable si xẋ > 0. Además,

(iii) Si xẋ tiene un signo fijo para x < 0, y el opuesto (también
fijo)para x > 0, x = 0 es inestable.

Los primeros dos casos se pueden verificar mediante los siguientes
diagramas:(Ver la Figura 3.1.)

En el tercer caso se cumple la condición (i) por un lado, y (ii) por
el otro, aśı que las soluciones se acercan por un lado y se alejan por el
otro, lo cual significa inestabilidad. (Para que haya estabilidad no deben
alejarse hacia ningún lado.) [Ejemplos para los tres casos: (i) ẋ = −x;
(ii) ẋ = x; (iii) ẋ = x2; caso ĺımite de (i): ẋ = 0.]
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Figura 3.1. Ilustración del Ejemplo 3.1.2

Ahora aplicamos esto al ejemplo en cuestión. Ya que a 6= 0, existe
obviamente una vecindad de 0 en la cual xẋ tiene el signo de a; si
a < 0, el origen es estable, si a > 0, inestable.

Ejemplo 3.1.3. Consideremos el sistema lineal

ẋ = Ax,

donde A es una matriz constante cuyos autovalores, λ1, ..., λn, sean
todos distintos, reales y menores o iguales a cero. Sean v1, ...vn los
autovalores correspondientes. Entonces la solución general es de la
forma

x(t) =
n∑
k=1

ckvkeλkt,

donde ck son constantes. Siendo los λk 6 0, cuando crece t, el factor
exponencial disminuye (o queda constante si λk = 0), mientras los ckvk
son vectores fijos. Obviamente, x(t) no se aleja del origen cuando t
crece, lo cual implica estabilidad.

Ejemplo 3.1.4. Consideremos el sistema de ecuaciones

ẋ = −x3,
ẏ = −x− y.

(3.3)

Siendo el sistema no lineal, usamos un método geométrico para
bosquejar el retrato fase y sacar de este una conclusión sobre la
estabilidad. Observamos primero que el eje y es invariante, ya que,
x = 0 implica ẋ = 0, es decir que el sistema tiene un conjunto invariante
x = 0. A lo largo de la recta vale ẏ = −y (a saber x = 0); las soluciones
tienden hacia el origen. Todas las demás órbitas tienden hacia la recta
invariante x = 0 y la diagonal x + y = 0 es cortada horizontalmente en
direcciones indicadas en la Figura3.2. Debido a la simetŕıa del sistema,
basta con analizar un semiplano, por ejemplo el derecho (x > 0) que
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es invariante. Este se divide en tres sectores, separados entre śı por el
eje x y la diagonal (x + y = 0). En los dos sectores más alto y más bajo,
ambas coordenadas disminuyen en valor absoluto, mientras, tomando
un punto inicial en el sector intermedio, la órbita va hacia la izquierda
abajo, y por eso tiene que cruzar la diagonal para entrar al de abajo, del
cual ya no sale (es positivamente invariante). Por ende todas las órbitas
tienden hacia el origen y este resulta estable. (Ver la Figura3.2).

x ’ = − x3  
y ’ = − x − y
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Figura 3.2. Ilustración del Ejemplo 3.1.4

Ejecicios.

(1) Extender el razonamiento del ejemplo 3.1.2 al caso de ecua-
ciones cuyo segundo miembro empieza con un término axp,
(p ∈ N) (más términos de orden superior, ?‘cómo tienen que
ser a y p para que haya estabilidad?).

(2) Probar que el origen del sistema plano siguiente es estable,

ẋ = −x + y2,
ẏ = −y.

(3.4)

es estable usando el mismo método (signos de ẋ, ẏ) como en
el ejemplo 3.1.4.

3.1.1. Función de Lyapunov. Se trata de definir una función
escalar, no negativa,

V : X → R
que permite determinar si el origen es estable1.

1Originalmente, en su obra Teoŕıa General de la estabilidad del movimiento(1892),
Lyápunov consideraba ecuaciones no autónomas, y por eso consideró funciones de X×R
en R+. La Teoŕıa adquiere su forma más transparente en el caso de un sistema autónomo
y de una función de x solamente.
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Definición 3.1.5. Una función de Lyapunov para un sistema
dinámico, (X,R, π) con respecto a un punto cŕıtico 0 del mismo, es
una función V de X en R, con las propiedades siguientes:

i) pn → 0 implica V(pn) → 0. [En particular, esto implica
V(0) = 0]

ii) Si para alguna sucesión (pn), V(pn)→ 0, entonces pn → 0.
iii) V es no creciente con respecto a los movimientos , lo cual quiere

decir
q ∈ γ+(p) implica V(q) 6 V(p).

Teorema 3.1.6. [Condición suficiente para estabilidad] Si para un
punto 0 existe una función de Lyapunov, 0 es estable.

Demostración: Supongamos que 0 sea inestable. Entonces, invertiendo
la definición 3.1.1, tenemos:

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃p ∈ Bδ(0)) γ+(p) 6⊂ Bε(0)

Consideramos una sucesión (δn) tal que δn → 0, y una sucesión de
puntos pn ∈ Bδn (0), aśı que pn → 0, tales que γ+(pn) 6⊂ Bε(0). Elegimos
puntos qn ∈ γ+(pn) tales que qn 6∈ Bε(0). Ahora tenemos, por (i),

V(pn)→ 0,

por (ii),
V(qn) 6→ 0

(ya que qn 6→ 0). Ambas relaciones juntas dan la existencia de valores
n tales que

V(qn) > V(pn),
pero esto contradice a (iii), por ser qn ∈ γ+(pn). �

Nota 2. Para garantizar la estabilidad no es necesario que la función
V esté definida en todo el espacio X. De hecho es suficiente que esté
definida sólamente en una vecindad de 0. Por otra parte, las funciones
que se usan están normalmente definidas en todo el espacio, y en
este caso la formulación de la teoŕıa es más cómoda suponiendo la
existencia de V en todo el espacio.

Ejercicio 3.1. Adaptar la demostración del Teorema 3.1.6 al caso
donde la función V está definida solamente en una vecindad U de 0

Para el uso de la función de Lyapunov lo importante es poder
verificar en casos concretos la condición de monotońıa, (iii), que es la
única de las tres de carácter dinámico, involucrando la dinámica π en
la forma de las semiórbitas mientras que las otras dos son puramente
geométricas. Si se conocen las órbitas la condición (iii) se verifica
directamente, pero la idea es la de determinar la estabilidad sin conocer
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las órbitas, o sea, sin necesidad de integrar el sistema. Esto se logra
usando la derivada total (o la derivada de Lie) a lo largo del movimiento.

Dada la ecuación diferencial (vectorial)

ẋ = f (x) (x ∈ Rn), (3.5)

definimos la derivada total o de Lie de V correspondiente en el punto,
x, como

V̇ = 〈∇V(x), f (x)〉, (3.6)

donde ∇V denota el gradiente de V y 〈, 〉 el producto escalar.
Aplicamos el siguiente resultado conocido: Si V es una función de

Rn en R, de clase C1, y π(t) es una función de R en Rn, también de clase
C1, entonces una condición necesaria y suficiente para que V sea no
creciente a lo largo de la curva dada por π (en el sentido de que t1 < t2
implica V(t2) < V(t1)) es que la derivada total de V, satisfaga

V̇ = 〈∇V(π(t)), π̇(t)〉 6 0 (∀t ∈ R).

En el caso de que π sea una solución de (3.5) tenemos π̇ = f y
el Teorema 3.1.6 adquiere para el sistema dinámico definido por la
ecuación diferencial (3.5) la forma siguiente [suponiendo f (0) = 0].

Teorema 3.1.7. La solución de equilibrio 0 de la ecuación (3.5) es
estable si existe una función V : Rn → R+ de clase C1 que satisface las
condiciones siguientes:

i) V(0) = 0;
ii) V(x) > 0, para todo x 66= 0;

iii) V̇(x) 6 0, para todo x.

Ejemplo 3.1.8. Consideremos la ecuación diferencial unidimen-
sional

ẋ = ax2p+1 + g(x), a < 0, p ∈ N, g(x) = O(x2(p+1)).
Usamos como función de Lyapunov la función

V(x) =
1

2
x2.

La derivada total es, según (3.6),

V̇(x) = xẋ = ax2(p+2) + xg(x).

Debido a la condición sobre los términos de g, existe un ε > 0 y una
cota M tales que

|g(x)| 6 M|x|2(p+2), para |x| 6 ε.
La función V satisface obviamente las condiciones (i), (ii), y es continua.
Si podemos verificar la vigencia de la condición (iii), queda demostrada
la estabilidad del origen.
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De hecho, siendo a < 0, tenemos, para |x| < ε,

V̇(x) 5 ax2(p+2)[1 + |x|].

Siendo |x| < ε, tenemos 1 + |x| > 0, lo cual da

V̇(x) 6 0, para |x| < ε.

Se cumple la condición (iii) en una vecindad de (0,0), lo cual, junto con
la Nota 2 (y el Ejercicio 3.1) da la estabilidad.

Ejemplo 3.1.9. Dado el sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias

ẋ = y + ax,

ẏ = −x + by + cy2.
(3.7)

Dar condiciones suficientes relativo a los coeficientes a, b, c para
que el equilibrio (0,0) sea estable.
Solución. Ponemos V = 1

2 (x2 + y2); esta función es continua y satisface
las condiciones (i), (ii). Formamos su derivada total [según (3.6)]:

V̇ = xẋ + yẏ = xy + ax2 − xy + by2 + cy3.

dos términos se cancelan. Para que sea V̇ 6 0 para (x,y) cerca de (0,0),
tiene que ser a 6 0, b 6 0. Si b = 0, el último término puede causar
V̇ > 02; en este caso hab́ıa que suponer c = 0. Si en cambio, b < 0,
tenemos

V̇ = ax2︸︷︷︸
≤0

+ bx2︸︷︷︸
≤0

(1 +
c
a
y).

siendo la expresión entre paréntesis positiva para |y| pequeño, vale
V̇ 6 0 en cierta vecindad de (0,0), y el Teorema 3.1.7 (con la Nota 2) da
la estabilidad. Aśı tenemos:

Si a 6 0 y b < 0, o a 6 0, b = 0, c = 0, (0,0) es estable. (En el primer
caso, c es arbitrario, ver Figura 3.3).

Ejemplo 3.1.10. En el ejemplo anterior, al poner a = 0, c = 0, da el
sistema

ẋ = y,
ẏ = −x + by,

(3.8)

o escrito como una sola ecuación de segundo orden,

ẍ− bẋ + x = 0,

que es la ecuación de un oscilador amortiguado si b < 0, y no
amortiguado para b = 0.

2De hecho, tomando x = 0, y = ε sgn c (ε > 0), resultaŕıa V̇ = ε3 c sgn c = ε3|c| > 0.



46 3. TEOŔIA DE ESTABILIDAD

x ’ = y − x        
y ’ = − x − y + y2
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Figura 3.3. Lustración del Ejemplo 3.1.9. Izquierda: a =
−1, b = −1 y c = 1. Derecha: a = −10, b = 0, c = 0.

Ejemplo 3.1.11. Dado el sistema

ẋ = y + z,
ẏ = −x + z,

ẋ = ax + by + cz3.
(3.9)

Encontrar los valores a, b, c tales que el origen resulte estable.
Solución. Ponemos V = 1

2 (x2 + y2 + z2). Entonces V̇ = xẋ + yẏ + zż =
xy + xz − xy + yz + axz + byz + cz4 = (a + 1)xz + (b + 1)yz + cz4; Si
se pone a = b = −1, c 6 0, resulta V̇ = −|c|z4 ≤ 0, y se cumplen las
hipótesis del Teorema 3.1.7

Ejemplo 3.1.12. Consideremos el sistema de ecuaciones

ẋ = 2y,

ẏ = −x− y3.
(3.10)

En este caso, la función V = 1
2 (x2 + y2), no da resultado:

V̇ = xẋ + yẏ = 2xy− xy− y4 = xy− y4.

Esta no tiene signo fijo:

V̇(0, y) < 0 (y 6= 0),

V̇(1,
1

2
) =

1

2
− 1

16
> 0.

Probamos una forma cuadrática más general:

V =
1

2
(ax2 + by2),

entonces

V̇ = axẋ + byẏ = 2axy− bxy− by4 = (2a− b)xy− by.
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Para anular el término mixto, elegimos a = 1, b = 2, lo cual da:

V̇ = −2y4 6 0.

El origen resulta estable, ver Figura 3.4.

x ’ = 2 y      
y ’ = − x − y3

 
 

 
 

 
 

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x

y

Figura 3.4. Lustración del Ejemplo 3.1.12.

Observación 5. Todas las funciones de Lyapunov usados en estos
ejemplos eran de la forma general:

V(x,y) = ax2 + by2. (3.11)

Estas son formas cuadráticas positivas definidas para a > 0, b > 0,
es decir, positivas para (x,y) 6= (0,0). En el caso a = b = 1, V es el
cuadrado de la norma Euclideana, aśı que la condición V̇ 6 0 significa
que la distancia del punto pt, p = (x,y), con respecto al origen es
una función creciente de t. [Análogamente para el caso n-dimensional.]
Los conjuntos de nivel de V en este caso son superficies esféricas. Las
trayectorias las intersectan desde el exterior hacia el interior.

En el caso general, (3.11) representa una elipse (en el caso n = 3 un
elipsoide, etcétera). Los conjuntos de nivel de V son curvas (superficies)
eĺıpticas (elipsoidales), y las órbitas las intersectan desde el exterior
hacia el interior. (Ver la Figura 3.5.)

Estos tipos de funciones son las más comunmente usadas como
funciones de Lyapunov, salvo cuando se usan funciones inspiradas en
nociones de la f́ısica (como la enerǵıa), como veremos más adelante.

Ejercicio 3.2. Probar la estabilidad del origen en los siguientes
casos:

(1)
ẋ = −x− x3,
ẏ = −y + y2 − x2y.
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Figura 3.5. Los conjuntos de nivel de V son curvas elip-
soidales, y las órbitas las intersectan desde el exterior hacia el
interior.

(2)
ẋ = −x3 + y,
ẏ = ay− y3 (a < 0).

(3)
ẋ = y,
ẏ = −ax,
ẋ = −z + xz.

Observación 6. En el caso del ejemplo 3.1.43 no es fácil encontrar
una función de Lyapunov que sirve: tomando V = 1

2 (x2 + y2), resulta

V̇ = xẋ + yẏ− x4 − xy− y2.

Esta función no es menor o igual a cero cerca del origen. [Tomando
por ejemplo, x = 10−1, y = −10−2, resulta V̇ = −104 + 10−3 − 10−4 =
10−3 − 2 × 10−4 > 0.] En casos como este es más eficaz el método
geométrico (usando signos) que el de la función de Lyapunov.

Ejemplo 3.1.13. Consideremos la ecuación diferencial

ẍ + g(x) = 0, xg(x) > 0 (x 6= 0), g(0) = 0.

(Se cumple, por ejemplo para g(x) = x). Solución: Ponemos ẋ = y;
entonces obtenemos el sistema

ẋ = y,
ẏ = −g(x).

En un contexto f́ısico, g, es una fuerza (proporcional a la aceleración
ẍ [masa =1]). Ya que la función de Lyapunov está inspirada por la
enerǵıa, cuyo gradiente es la fuerza, se puede pensar en introducir la

3ẋ = −x3, ẏ = −x− y.



3.1. ESTABILIDAD, PROLONGACIÓN Y FUNCIÓN DE LYAPUNOV 49

integral definida por g4:

G(x) =

∫ x

0
g(τ)dτ;

(energá potencial).
Agregamos la enerǵıa cinética: 1

2 ẋ
2 = 1

2y
2. Da la enerǵıa total:

V(x) =
y2

2
+ G(x).

Ya que el sistema es sin amortiguación (en tal caso apareceŕıa un
término con ẋ), se conjetura que V es constante. Verificación de esto:

(1) Consideremos V como función de Lyapunov. Es positiva
definida:

Para

x ≷ 0 : g ≷ 0, ⇒
∫ x

0
g(τ)dτ︸ ︷︷ ︸
G(x)

> 0

(en caso x < 0 porque tanto g(x) como x son negativas.)
Resulta V > 0 (x 6= 0). Es una función real continua que es
integral primera (integral de la enerǵıa) cuyas ĺıneas de nivel
son invariantes.

(2)

V̇(x) = yẏ +
d
dx

∫ x

0
g(τ)ẋ(τ)dτ

= −g(x)y + g(x)y
= 0.

Entonces V es constante a lo largo de las órbitas. Por lo
tanto las ĺıneas de nivel forman ovaloides y son órbitas. Para el
nivel V = k2 resulta: y =

√
2(k2 − G(x)). El origen es un centro

(independiente de la forma espećıfica de g ( !‘depende sólo de
sus signos!)).

Ejercicio 3.3. Hacer lo mismo pero con amortiguación:

ẋ = y,
ẏ = −g(x)− h(y),

donde g como antes, yh(y) > 0, y 6= 0, continua.

4trabajo=fuerza por camino
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En el caso del sistema lineal:
Supongamos el caso en el cual todos los autovalores tienen partes

reales negativas y simples: se puede reducir a la forma diagonal−λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . −λn


(caso de λk para k = 1, . . . , n son reales), aśı que:

ẋ1 = −λ1x1, . . . , ẋn = −λnxn (λk > 0; k = 1, . . . , n)

Tómese la función

V(x1, . . . , xn) =
1

2
(x2

1, . . . , x
2
n),

resulta,

V̇ = x1ẋ1 + . . . + xnẋn = −λ1 − . . .− λnx2
n < 0,

salvo para x = 0. Por lo tanto el origen 0 es globalmente asintóticamente
estable (GAS).

3.1.2. Diversas condiciones para la estabilidad.

a) La condición necesaria de Zubov.
Sea M un conjunto compacto en un espacio métrico X,

invariante bajo un sistema dinámico definido en X.

Teorema 3.1.14. Si existe un punto p 6∈ M tal que el
conjunto ĺımite negativo de p intersecta M,

Λ−(p) ∩M 6= ∅, (3.12)

entonces M es inestable.

Demostración. Supongamos que (3.12) tiene un valor para
algún punto p 6∈ M. Sea q ∈ Λ−(p) ∩ M. Elegimos ε > 0 tal
que d(p,M) > ε. [ε existe por ser M cerrado.] Dado cualquier
δ > 0, existe un punto

q′ ∈ Bδ(q) ∩ γ−(p),

o sea, p ∈ γ+(q′), donde q′ ∈ Bδ(M) [por ser q ∈ M] y
p 6∈ Bε(M), los cuales contradicen a la definición de estabilidad
(ilustramos este teorema mediante la Figura 3.6.) �

Observación 7. La condición del Teorema 3.1.14 (Condición
de Zubov) no es suficiente para la estabilidad.
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Figura 3.6. Ilustración del Teorema 3.1.14 (de Zubov.)

Ejemplo 3.1.15. Consideremos el sistema de ecuaciones

ẋ = y,
ẏ = 0,

(3.13)

Sea M = {(0,0)}. Obsérvese que todos los puntos con y = 0
son puntos cŕıticos. El origen no es estable. De hecho, para
cualquier punto inicial P0 = (0, δ), la solución correspondiente
es x(t) = δt, y(t) = δ. La variable x asume para t > 0 valores
arbitrariamente grandes, lo cual obviamente demuestra la
inestabilidad.

Por otra parte la condición de Zubov se cumple: los puntos
de la recta y = 0 coinciden con sus conjuntos ĺımites, y los
demás tienen conjuntos ĺımites vaćıos. (Ver la Figura 3.7).

El próximo teorema muestra que en un caso importante,
la condición de Zubov si es necesaria y suficiente para la
estabilidad.

Definimos primero:

Definición 3.1.16. El conjunto invariante compacto M es
aislado (entre conjuntos compactos invariantes), si existe
una vecindad U de M tal que cualquier conjunto compacto
invariante contenido en U está contenido en M.

Ejemplo 3.1.17. En el ejemplo 3.1.15 el origen no es aislado
como conjunto invariante, porque es punto de acumulación
de puntos cŕıticos.
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Figura 3.7. Ilustración de la Observación 3.7.)

Ejemplo 3.1.18. Consideremos el sistema de ecuaciones

ẋ = x(x− 1),
ẏ = −y. (3.14)

El sistema tiene dos puntos cŕıticos [obtenidos poniendo
ẋ = ẏ = 0], a saber p1 = (0,0), p2 = (1,0). La recta y = 0
es invariante (pues y = 0 implica ẏ = 0, y por la unicidad), lo
mismo con el intervalo 0 6 x 6 1 de ella (siendo delimitado
por punto cŕıticos). Denotamos M = {(x,y) | 0 6 x 6
1, y = 0}. Este conjunto es aislado como conjunto compacto
invariante, pue si tomamos como vecindad U todo el plano,
todas las órbitas fuera de M son acotadas; por eso no pueden
formar conjuntos compactos invariantes. [De hecho, todas las
órbitas con y 6= 0 son no acotadas para t < 0, y en la recta
y = 0 sólo las dentro del intervalo 0 6 x 6 1 son acotadas
en ambos sentidos.] Aśı que los únicos conjuntos compactos
invariantes son los contenidos en M, que son tres: M, {p1} y
{p2}. (Ver la Figura 3.8).

Teorema 3.1.19. Si el espacio X es localmente compacto
M es un conjunto compacto aislado, la condición necesaria y
suficiente para la estabilidad deM es que para cualquier punto
p 6∈ M vale (3.12).

Demostración. (Un bosquejo.) Supongamos que M sea
inestable. Entonces existe ε > 0 y dos sucesiones de puntos
(pn), (qn) tales que d(pn, M) → 0, qn 6∈ Bε(M) y qn ∈ γ+(pn).
(Ver la Figura 3.9).
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x ’ = x (x − 1)
y ’ = − y      
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Figura 3.8. Ilustración del Ejemplo 3.1.18.)

Figura 3.9. Ilustración de la demostración del Teorema 3.1.19.)

Podemos suponer que d(qn, M) = ε y pn[0, tn) ⊂ Bε(M),
donde tn son tales que qn = pntn. En otras palabras, los
puntos qn son donde las órbitas alcanzan por primera vez la
frontera de Bε(M). La existencia de tn y qn es consecuencia de
la continuidad del movimiento. [De hecho sea (para n fijo) sn
el ı́nfimo de todos los t > 0 tales que pnt 6∈ Bε(M). Entonces
pnsn ∈ Bε(M) implicaŕıa lo mismo para pnt con t cerca a sn, lo
cual contradice la definición de sn. Resulta sn = tn.]
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Debido a la compacidad local del espacio podemos
suponer Bε(M) compacto por ser M compacto5.

Entonces, los puntos qn pertenecen al conjunto compacto
Bε(M) y tienen un punto de acumulación q. Además γ−(q) ⊂
Bε(M), pues si existiese un t > 0 tal que q(−t) 6∈ Bε(M)
mientras que qn(−t) ∈ Bε(M) y qn(−t) → q(t), resultaŕıa
q(−t) ∈ Bε(M), tendŕıamos una contradicción. Entonces
también seŕıa Λ−(q) ⊂ Bε(M), y siendo el conjunto ĺımite
invariante (Teorema 2.4.2) y compacto, tendŕıa que estar
contenido en M debido al aislamiento de este. [Se puede
suponer que Bε(M) pertenece a la vecindad U que figura en la
definición.] �

b) La prolongación y la condición de Ura. El conjunto de
inestabilidad.

Definición 3.1.20. A cada punto p asociamos un conjunto
D+(p), llamado la prolongación positiva de p, (más correta-
mente, la primera prolongación positiva, pero por ahora no
consideraremos ninguna otra). Esta está definida como el con-
junto de todos los puntos q para los cuales existen puntos pn
y números tn > 0 tales que

pn → p, pntn → q.

La prolongación negativa, D−(p), se define de la misma
manera salvo con tn < 0.

La prolongación positiva (negativa) de p consiste de
todos los puntos aproximables mediante semiórbitas positivas
(negativas) con puntos iniciales arbitrariamente cercanos a p.

La prolongación contiene obviamente la cerradura de
la semiórbita correspondiente (la cual corresponde al caso
pn = p (∀n).

Proposición 3.1.21. La prolongación D±(p) es:
a) cerrada;
b) positivamente/negativamente invariante;
c) representable en la forma:

D±(p) =
⋂
{γ±(Bδ(p)) | δ > 0}.

Demostración. Dejamos la demostración como ejercicio. [b)
es fácil, c) relativamente fácil, a) más complicado.]

5Si M es compacto y el espacio es localmente compacto, a cada punto p ∈ M se
puede asignar una vecindad de cerradura compacta, y un subconjunto finito de ellas
forma una vecindad de M que contiene una ε-vecindad con ε suficientemente pequeño.
Ver la Figura 3.10.
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Ejemplos de prolongaciones. Los casos donde la prolongación
coincide con la cerradura de la semiórbita son triviales. Los no
triviales son los donde D+(p) se extiende más allá del conjunto
ĺımite.

Ejemplo 3.1.22. Dado el sistema

ẋ = y,
ẏ = 0. (3.15)

?‘Cuales son las prolongaciones D±(0) [0 = (0,0)]?
Respuesta:

D+(0) = {(x,y) | x > 0, y = 0}, (3.16)

D−(0) = {(x,y) | x 0 0, y = 0}. (3.17)

Pues las soluciones son

x(t) = x0 + yt, y(t) = y0.

Poniendo

p±n = (0, y±n ), y±n ≷ 0, y±n → 0,

resulta p±n t = (y±n t, y±n ), los cuales, par t fijo, n → ∞,
convergen a 0.

Ponemos y±n = ±εn, tn( t
′

εn
). Aśı resulta p±n tn = (±t′,0);

variando t′ en R+, esto cubre la semirecta R± × {0}. Ver la
Figura 3.10.

Figura 3.10
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Se puede expresar la relación de prolongación aśı:
El punto q está en la prolongación positiva de p si existe

una sucesión de órbitas que se acumulan tanto en p como en q
y que pasan primero cerca a p y depués cerca a q.

Ejercicio 3.4. (a) Dado el sistema de ecuaciones diferen-
ciales:

ẋ = x,
ẏ = −y,

determine la prolongación D+(p) para p = (0,−1). [Dibuje
primero el retrato fase del sistema, y aplique la obser-
vación que acabamos de hacer.]

(b) Sea q ∈ Λ−(p). Pruebe que p ∈ D+(q). Esto es un caso
especial de la relación de simetŕıa

q ∈ D+(p)⇔ p ∈ D−(p).

Teorema 3.1.23. [Condición de Ura.] Si M es compacto y el
espacio X localmente compacto, M es estable si y sólo si

D+(M) = M. (3.18)

Demostración. a) Si vale (3.18), M es estable (suficiencia).
Supongamos queM sea inestable [Condición de Ura]. Entonces
existen ε > 0, (pn), (tn) tales que pn → p ∈ M y qn := pntn ∈
∂Bε(M) (tn). (Ver la Figura 3.11.)

Figura 3.11

[De hecho, para encontrar p, observamos que los pn
pueden ser elegidos de tal manera que d(pn, M) → 0, lo cual
significa que

(∃p′n ∈ M) d(pn, p′n)→ 0.
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Entonces (pn) [y por ende (p′n)] posee una subsucesión
convergente por ser M compacto; sea p = limp′n(= limpn).]
Debido a la compacidad local del espacio, M posee una
vecindad compacta; en particular podemos suponer que la
cerradura de Bε(M) sea compacta. Entonces la sucesión (qn)
posee un punto de acumulación q que está ubicado en ∂Bε(M),
lo cual implica q 6∈ M. Por depuración de la sucesión (pn) se ve
que q ∈ D+(M), lo cual contradice (3.18).

b) Si M es estable, vale (3.18) [necesidad]. Esta parte la
dejamos como ejercicio. �

Además se puede observar, que esta parte del teorema no
depende ni de la compacidad de M ni de la compacidad local
de X. Aśı que tenemos:

Teorema 3.1.24. Para un sistema dinámico en un espacio
métrico M vale: Si el conjunto cerrado M es estable, vale la
relación (3.1.18).

Por f́ın probaremos mediante un ejemplo, que para la parte
de la suficiencia, la compacidad local de M es indispensable.

Ejemplo 3.1.25. Consideremos el espacio X obtenido de
R2 eliminando el conjunto {(x,y) | x > 0, y = 0} y el sistema

ẋ = x2 + y2,
ẏ = 0. (3.19)

El origen es inestable, en R2 seŕıa D+(0) = R+ × {0}; pero este
conjunto no pertenece a X. (Ver la Figura 3.12).

Figura 3.12
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3.2. Conjuntos ĺımites, conjuntos ĺımites prolongacionales y puntos
errantes. El teorema de LaSalle (principio de invariancia)

3.2.1. Conjuntos ĺımites prolongacionales y conceptos relaciona-
dos.

Definición 3.2.1. El conjunto ĺımite prolongacional positivo6de un
punto p, denotado por J+(p), es el conjunto de todos los puntos q para
los cuales existen sucesiones (pn) y (tn) tales que pn → p, tn → +∞,
qn := pntn → q.

Análogamente, se define el conjunto ĺımite prolongacional negativo,
J−(p), cambiando la condición para los tn en tn → −∞.

Proposición 3.2.2. Los conjuntos J±(p) pueden expresarse de la
siguiente manera:

J±(p) =
⋂
{D±(pt) | t ≷ 0}. (3.20)

Proposición 3.2.3. a) A las prolongacionesD±(p) se les puede
representar como sigue:

D±(p) = γ±(p) ∪ J±(p). (3.21)

b) J±(p) son cerrados e invariantes.
c) Si q = pt, J±(q) = J±(p).

Primero observemos que existen ciertas analoǵıas llamativas entre
los conceptos que figuran aqúı y los conceptos tratados en el caṕıtulo
1. Mientras que las semiórbitas γ± juegan el mismo papel en ambos
casos, se corresponden por una parte las cerraduras de las semiórbitas
y las prolongaciones D±, por la otra los conjuntos ĺımites Λ± y los
conjuntos ĺımites prolongacionales J±. De hecho, todos son cerrados,
γ± y D± son semi-invariantes, Λ± y J± invariantes. Los dos últimos
pares de conjuntos son los mismos para para todos los puntos de la
misma órbita, por cual razón se puede hablar de los dos conjuntos
ĺımites y dos conjuntos ĺımites prolongacionales de una órbita, y de los
de una semiórbita que tengan el mismo signo. Igualmente, se observan
las analoǵıas entre las representaciones d) del Teorema 2.4.2 y (3.20)
por un lado, y entre e) del mismo Teorema 2.4.2 y (3.21) por el otro.
En lo que se refiere a las demostraciones, estas son también parecidas
a las correspondientes del Caṕıtulo 1. Por eso nos limitamos aqúı a
agregar las demostraciones que aparecen en la literatura. En el Lema
3, reproducido aqúı7 la parte i) corresponde a la parte a) de nuestra

6Más exactamente, se debeŕıa llamarlo primer conjunto ĺımite prolongacional positivo
Pero, ya que no consideramos más que este, suprimimos el adjetivo primer [los de ordenes
superiores están tratados en Bhatia y Szegö, obra cit., cap. VII, õ3.7]

7Ver Bolet́ın de la Sociedad Matemática mexicana, 9(1964), pp.59.
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Proposición (3.2.3), (ii) a la Proposición (3.2.2), (iii) a la segunda mitad
de b) en la Proposición (3.2.3), y (iv) a la parte c) de la misma.

Además hay que tomar en cuenta que en este trabajo se usa en
lugar de J+ la notación más antigüa, Λ+

D (en desuso).

Lema 3.2.4. Sea x ∈ X. Entonces

(i) D+(x) = γ+(x) ∪ J+(x);
(ii) J+(x) =

⋂
{D+(xt) | t ∈ R} =

⋂
{D+(xt) | t > t0} para cualquier

número rea t0;
(iii) J+(x) es (positivamente y negativamente) invariante; y
(iv) Si t ∈ R, J+(xt) = J+(x).

Demostración. (i),(iii) son consecuencia inmediata de la definición. Para
demostrar (ii), primero observamos que J+(x) está contenido en ambas
expresiones de la derecha. Si y ∈ D+(xt), para todo t (arbitrariamente
grande), entonces para cualquier t y para cualquier ε > 0, existe un
τ > 0 y un x′ ∈ X con d(x,x′) < ε tal que d(y,x′(t + τ)) < ε. se sigue
inmediatamente que y ∈ J+(x). Finalmente,

J+(xt) =
⋂
{D+((xt)s) | s ∈ R}

=
⋂
{D+(x(t + s) | s ∈ R}

=
⋂
{D+(xs) | s ∈ R} = J+(x).

(3.22)

Esto demuestra (iv). �
Los detalles de las demostraciones de las partes (i) y (iii) pueden

llenarse como ejercicios. La demostración de que J±(p) son cerrados
es parecida a la correspondiente relativa a Λ±, aunque un poco más
complicada. Una demostración se encuentra en [B-Z]. Otro resultado
útil es el siguiente.

Proposición 3.2.5. Si q ∈ Λ±(p), entonces J±(p) ⊂ D±(q). En
particular, si Λ±(p) 6= ∅, J±(p) ⊂ D±(Λ±(p)).

[En este caso el conjunto ĺımite prolongacional de un punto está
contenido en lña prolongación de su conjunto ĺımite.] Agregamos la
demostración tomada de la misma fuente. Hay que observar que en el
enunciado falta la hipótesis Λ+(x) 6= ∅, pues de hecho puede ocurrir
que Λ+(x) es vaćıo mientras que J+(x) no lo es. Esto sucede en el caso
de un punto silla impropio (o punto silla en el infinito) al cual veremos
en seguida.

Lema 3.2.6. Si x ∈ X y ω ∈ Λ±(x), entonces J+(x) ⊂ D+(ω).
(Consecuentemente J+(x) ⊂ D+(Λ+(x))).

Demostración. Sea y ∈ J+(x). Entonces existen sucesiones {xn} y {tn}
con xn → x, tn → +∞, y xntn → y. Puesto que ω ∈ Λ+(x), existe
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una sucesión τn con τn → ∞ tal que x(τn) → ω. Podemos suponer
si pérdida de generalidad que tn − τn > 0 para cada n. Consideremos
las sucesiones {xnτ1}, {xnτ2}, {xnτ3}, .... Por la continuidad de π,
tenemos xnτk → xτk para cada k fija. Podemos elegir subsucesiones
(x′n) de (xn) con la propiedad: d(x′nτn, xτn 6

1
n y d(xmτn, xτn) 6 1

n
para m > r donde x′n = xr . La sucesión {x′nτn} tiende a ω. En
realidad, d(x′nτn,ω) 6 d(x′nτn, xτn) + d(xτn,ω) 6 1

n + d(xτn,ω) → 0.
Note además que, si {t′n} es la subsucesión de {tn} correspondiente
a la subsucesión {x′n} de {xn}, entonces t′n − τn > 0 para cada n.
También, puesto que {x′nt′n} es una subsucesión de {xntn}, se sigue
que x′nt′n → y. Pero x′nt′n = (x′nτn)(t′n − τn), y, puesto que x′nτn → ω y
t′n − τn > 0, tenemos y ∈ D+(ω). Esto completa la demostración. �
Ejemplos de conjuntos ĺımites prolongacionales.

Ejemplo 3.2.7. Consideremos el sistema de ecuaciones

ẋ = x2 + y2,
ẏ = 0. (3.23)

Todas las órbitas son rectas horizontales o partes de tales. El único
punto cŕıtico es el origen (sólo en él se anulan simultáneamente).

Fijamos los puntos p = (x1,0), q = (x2,0), x1 < 0 6 x2, entonces
q ∈ J+(p), pero q 6∈ γ+(p). De hecho, γ+(p) = {(x,y) | x1 6 x 6 0, y =
0}, mientras que J+(p) = {(x,y) | x > x1, y = 0}, ya que las órbitas
rectiĺıneas con y 6= 0 se acumulan tanto en p como en q y están
orientadas en el sentido de x creciente. (Ver Figura 3.13).

Figura 3.13
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Ejemplo 3.2.8. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

ẋ = x,
ẏ = −y. (3.24)

Este sistema tiene el origen como conjunto silla8. Si p, q están ubicados
en las separatrices que tienden a o en sentido positivo/negativo,
respectivamente, entonces vale q ∈ J+(p), ya que existe una familia
de órbitas que se acumulan en ambos puntos y tienen la orientación
correspondiente. (Ver la Figura 3.14).

Figura 3.14

Ejercicio 3.5. Determine el cojunto J+(p), p = (0,1) para el sistema

ẋ = x(1− x),

ẏ = y(x− 1

2
).

(3.25)

Definición 3.2.9. Se dice que el sistema tiene un punto silla
impropio (o también punto silla en el infinito) si existen puntos p
con las propiedades Λ+(p) = ∅, J+(p) 6= ∅.
(o lo mismo con los signos invertidos).

Ejemplo 3.2.10. Consideremos el sistema

ẋ = −y,
ẏ = 1− y2. (3.26)

8El concepto de prolongación fue concebido originalmente por Poincaré y por
Bendixson en el contexto de un punto silla, y depués generalizado por Ura.
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Este sistema no tiene puntos cŕıticos (pues ẋ se acumula en y = 0, ẏ en
y = ±1). Hay dos órbitas rectiĺıneas: y = ±1. La derivada de x cambia
de signo al cruzar la órbita al eje x, lo cual tiene la consecuencia de
que la franja −1 < y < 0 está llenada de semiórbitas negativas que se
acumulan en la órbita γ′(y = −1), y 0 < y < 1 por semiórbitas positivas
que se acumulan en γ′′(y = 1). Ver la Figura 3.15.

Figura 3.15

Aśı que la misma familia de órbitas se acumulan en todos los
puntos tanto de γ′ como de γ′′, y en consecuencia, si p ∈ γ′, q ∈ γ′′,
vale q ∈ J+(p), ya que cada órbita se acerca primero a p y depués a q (en
sentido de t creciente). Por otra parte, vale Λ+(p) = Λ+(q) = ∅, aśı que
se cumplen las condiciones para un punto silla impropio. Nótese que
en este caso, como el de una silla impropia en general, la Proposición
3.2.5 no es aplicable, porque falla la hipótesis Λ+(p) 6= ∅.

Definición 3.2.11. El punto p se dice errante si p 6∈ J+(p). Si
p ∈ J+(p), a p se le llama no errante.

Proposición 3.2.12. El punto p es errante si y sólo si p 6∈ J+(p). I.e.,
no hay diferencia entre errante en sentido positivo y negativo, (contrario
al caso de la estabilidad de Poisson).

Esto es una consecuencia inmediata de la antisimetŕıa de las
relaciones binarias q ∈ J±(p) :

q ∈ J+(p)⇔ p ∈ J−(q) (3.27)

la cual a su vez es una consecuencia inmediata de las definiciones.
La relación (3.27) es la misma que vale para γ+ γ−, y para P+y P−. En

cambio no vale Λ+, Λ− como muestra el ejemplo de ẋ = −x, tomando
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p = 1, q = 0. En este caso vale q ∈ Λ+(p), pero Λ−(q) = {q}, aśı que
p 6∈ Λ−(q). (Ver la Figura 3.16).

Figura 3.16

Este último tiene que ver con la no antisimetŕıa entre la estabilidad
de Poisson positiva y negativa.

La antisimetŕıa tampoco vale para γ±, como muestra el mismo
ejemplo.

Mencionamos que la estabilidad de Poisson, en cualquiera de los
dos sentidos implica la propiedad de no errante, (porque Λ± ⊂ J±), o
equivalentemente errante implica no Poisson estable en ninguno de los
dos sentidos.

Ejercicio 3.6. Pruebe que p es errante si y sólo si se cumple la
condición siguiente:

Existe una vecindad U de p y T > 0 tales que

U ∩ Ut = ∅ para todo t > T.

{Esta es la definición antigua de errante (antes de la introducción de
los conjuntos J±, por ejemplo en [N-S], obra cit., p. 353).}

Ejercicio 3.7. Probar que si p es errante (no errante), cualquier
q ∈ γ(p) tiene la misma propiedad. Se trata de propiedades de la órbita.

Teorema 3.2.13. Los puntos ĺımites son errantes.

Demostración. Sea q ∈ Λ+(p). Entonces existe una sucesión (tn) tal que
ptn → q y tn → +∞. Podemos elegir una subsucesión (t′n) de (tn) tal que
t′n > tn+n. Denotamos pn := ptn, qn := pt′n, t′′n := t′n−tn(> n). Entonces
vale qn = ptn(t′n− tn) = pnt′′n → q (por ser (qn) una subsucesión de (pn)
que tiende a q y t′′n > n→ +∞.) Tenemos en resúmen: pn → q, qn → q,
qn = pnt′′n, t′′n → +∞, de donde q ∈ J+(q), i.e., que es no errante. �

3.2.2. Localización de conjuntos ĺımites. El teorema de LaSalle.
(Principio de invariancia.) Uno de los pasos más importantes en el
análisis cualitativo de un sistema diferencial consiste en determinar
donde se ubican los conjuntos ĺımites. Para esto podemos utilizar un
tipo de función parecida a la función de Lyapunov que se llama función
de LaSalle.
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Teorema 3.2.14. Dado un sistema dinámico en un espacio X y una
función continua v de X en R con la propiedad de que la función v sea
no creciente a lo largo de las órbitas (t > 0 ⇒ v(pt) 6 v(p)). Entonces
v es constante a lo largo de las órbitas que constituyen los conjuntos
ĺımites.

(Recordamos que los conjuntos ĺımites son invariantes, o sea,
constan de órbitas enteras [Teorema 2.4.2, parte b)]).

Si el sistema dinámico está dado por una ecuación diferencial
ẋ = f (x), la condición de constancia de v a lo largo de una órbita se
reduce a que la derivada de Lie, v̇(x) = (∇v, f )(x), se anule a lo largo de
ella. [Vea la ecuación (3.6)]. Entonces podemos formular el teorema de
la forma más condensada:

(∀x) Λ±(x) ⊂ {x′ | v̇(x′) = 0}. (3.28)

Sin embargo, no todos los puntos de este último conjunto tienen que
ser puntos ĺımites (por ejemplo, v̇ puede ser constante, y entonces el
conjunto es todo el espacio entero). Para localizar con más precisión
los conjuntos ĺımites del sistema, utilizamos el hecho de que estos son
invariantes (de esto se deriva el nombre de principio de invariancia).

Entonces, como consecuencia tenemos que en la inclusión de
(3.28) podemos reemplazar el conjunto que allá figura por el conjunto
invariante maximal al cual contiene, o sea, la unión de todas las órbitas
con la propiedad de que v̇ se anule en ellas idénticamente. Una manera
de escribir estas inclusiones más estrictas es la siguiente:

(∀x) Λ±(x) ⊂
⋃
{γ(x′) | v̇−1(0) ⊃ γ(x′)}. (3.29)

Resumimos esto en el siguiente

Corolario 3.2.15. [Principio de invariancia de Lasalle]. Bajo las
mismas hipótesis del Teorema 3.2.14, valen las inclusiones (3.29).

Antes de entrar en la demostración del Teorema 3.2.14, presenta-
mos un ejemplo sencillo que subraya la importancia del principio de
invariancia.

Ejemplo 3.2.16. (Oscilador lineal amortiguado). Consideramos la
ecuación

ẍ + ẋ + x = 0,

o equivalentemente el sistema

ẋ = y,
ẏ = −x− y. (3.30)
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Para determinar los conjuntos ĺımites, usamos como función de LaSalle

v(x,y) =
1

2
(x2 + y2)

(que es la más natural), obteniendo como derivada de Lie

v̇ = xẋ + yẏ = −y2,

la cual es menor o igual a cero (dando, incidentalmente con v como
función de Lyápunov, la estabilidad del origen). Aśı que se cumplen las
hipótesis del Teorema 3.2.14. La derivada v̇ se anula en {y = 0}, aśı que
según el Teorema 3.2.14 todos los conjuntos ĺımites están ubicados en
esta recta. Más allá de esto, el Teorema 3.2.14 no da información.

Si por otra parte, tomamos en cuenta (3.29), encontramos que el
único conjunto invariante contenido en la recta y = 0 es el origen,
pues, para que una órbita esté contenida en ella, tiene que anularse en
ella la derivada idénticamente la derivada ẏ9, lo cual da la condición
ẏ = −x − y = 0, o sea y = −x; siendo y = 0, sigue (x,y) = (0,0).
Tenemos el resultado que el único punto ĺımite posible es el origen. De
hecho tenemos:

(∀p = (x,y)) Λ+(p) = 0, Λ−(p) = ∅.

La primera parte es consecuencia del Teorema 2.4.2, parte f), siendo
todas las órbitas acotadas debido a v̇ 6 0; por ende Λ+(p) 6= ∅. La
segunda parte se desprende de la estabilidad del origen aplicando, por
ejemplo, el Teorema 3.1.14 [condición de Zubov].

Demostración del Teorema. El teorema es de hecho un corolario de
un teorema más general y del hecho de que los puntos ĺımites son no
errantes (Teorema 3.2.13). Por esto formulamos el teorema siguiente,
más general. �

Teorema 3.2.17. Bajo las hipótesis del Teorema 3.2.14, v es con-
stante a lo largo de cualquier órbita no errante. [Según el Ejercicio 3.7,
ser no errante es propiedad de la órbita, no del punto individual].

Demostración. Esta será un consecuencia del siguiente lema.

Lema 3.2.18. Si v es continua y no creciente a lo largo de las órbitas,
vale lo siguiente:

y ∈ D+(x)⇒ v(y) 6 v(x). (3.31)

9En general, en un sistema con unicidad, para que un hiperplano de coordenada,
{xi = 0}, contenga un conjunto invariante A, es necesario y suficiente, que ẋi = 0 en cada
punto de A. De hecho, la necesidad es obvia; la suficiencia es consecuencia inmediata de
la unicidad (ẋi = 0 tiene solución xi = 0).
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Demostración. Sean (xn), (tn) tales que xn → x, yn := xntn → y,
tn > 0. Entonces (∀n) v(yn) 6 v(xn) por la monotońıa, y v(xn)→ v(x),
v(yn) 6 v(y) por la continuidad. La desigualdad se extiende a los
ĺımites, aśı que vale la desigualdad por probar. [La argumentación se
puede resumir en el siguiente esquema:

v(yn) 6 v(xn)y y
v(y) 6 v(x)

]. �
De (3.31) se desprende inmediatamente el Teorema 3.2.17. De

hecho, (3.31) obviamente vale para J+(x) en lugar de D+(x), siendo este
un subconjunto de aquel. Por otra parte, si x es no errante, x ∈ J+(x),
por definición. Ahora, sea y = xt, t > 0. Entonces,

v(x) 6 v(y) 6 v(x),

la primera desigualdad por el Lema 3.2.18, siendo J+(y) = J+(x), por
ende x ∈ J+(y), y la segunda por la monotońıa. Resulta v(y) = v(x),
para cualquier y ∈ γ+(x); si y ∈ γ−(x), y también es no errante, y se
puede repetir el mismo argumento intercambiando x y y.

Ahora el Teorema 3.2.14 sigue de los Teoremas 3.2.13 y 3.2.17.
El Teorema 3.2.17 tiene un alcance más grande que el 3.2.14,

porque no todos los puntos no errantes son puntos ĺımites, como prueba
el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.2.19. Consideremos el siguiente sistema

ṙ = 0,

ẏ = (θ− π)2 + (r − 1)2.
(3.32)

Debido a la primera ecuación, todas las órbitas están ubicadas en
circunferencias r = constante. Debido a la segunda ecuación, el único
punto cŕıtico fuera del origen es θ = π, r = 1, lo denotamos por p∗.
Aśı que todas las órbitas son periódicas salvo la órbita no constante en
r = 1 que se adhiere al punto cŕıtico en ambos sentidos. La denotamos
por γ1, y elegimos un punto q en ella. Resulta q no errante: sean qn
puntos en órbitas distintas de γ1 que se acumulan en q. (Ver Figura
3.17).

Los qn son periódicos, y sus respectivos periódos primitivos, τn,
tienden a infinito (pues en el caso contrario podŕıamos suponer τn → τ,
y por continuidad resultaŕıa qτ = limqnτn = limqn = q,) y q séıa
también periódico, lo cual no es el caso). Aśı que tenemos:

qn → q, qnτn → q, τn →∞,
de donde q ∈ J+(q), o sea, q es no errante.
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Figura 3.17

Por otra parte, q no es punto ĺımite de ninguna órbita (pues todas
las órbitas distintas de γ1 coinciden con sus conjuntos ĺımites por ser
periódicos, y Λ±(γ1) = {p∗}).

En el caso de este sistema todas las funciones continuas no
crecientes son cionstantes a lo largo de todas las órbitas, poque todas
son no errantes. En este caso el Teorema 3.2.17 se trivializa. Un ejemplo
donde esto no es el caso se obtiene madiante la siguiente modificación:
Las circunferencias r = rn = (1 − 1

n ) son ciclos (óbitas periódicas),
conectadas entre si por órbitas espirale. Sean γn estos ciclos, y la
circunferencia r = 1 conste de un punto cŕıtico p∗ y una otra órbita γ0.

Tomando como función de LaSalle v(r, θ) = r, resulta ṙ = 0
exactamente en r = 0, r = rn y r = 1, los cuales forman exactamente las
órbitas no errantes (todas menos γ0 periódicas).

El Teorema 3.2.17 se puede extender aún más, a puntos no errantes
superiores, contenidos en sus conjuntos ĺımites prolongacionales
iterados finita o transfinitamente. Damos aqúı un ejemplo sencillo
donde todas las órbitas son no errantes de primero y de segundo
orden:

Ejemplo 3.2.20. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

ṙ = 0,

ẏ = (θ− π)2.
(3.33)

Los puntos con θ = π, y sólamente estos (incluyendo el origen) son no
errantes. Los demás son no errantes de segundo orden, o sea,

p ∈ J+
2(p) := J+(J+(p)).

(J+
1 := J+), y no de primer orden. Ver Figura 3.18.



68 3. TEOŔIA DE ESTABILIDAD

Figura 3.18

Ejercicio 3.8. Probar esto en detalle.

Ejercicio 3.9. Construir un ejemplo parecido donde los puntos no
cŕıticos son errantes de orden tres.

Nota terminológica y bibligráfica. En la literatura [Bhathia-Zsegö
obra citada, caṕıtulo IV] los puntos no errantes de algún orden (no
necesariamente finito) se llaman rcurrentes en el sentido generalizado.
(Allá no se trata al teorema de LaSalle.)

Ejemplo 3.2.21. Dado el sistema en el plano,

ẋ = x + xy,

ẏ = y + x2y.
(3.34)

se trata de localizar los puntos ĺımites.
Solución. Usamos como función de LaSalle la variable y: v(x,y) = y,
porque su derivada, v̇ = y(1 + x2) cambia de signo sólo una vez y lo
hace en un conjunto invariante: y = 0. Por eso dividimos el plano en
dos regiones invariantes:

C+ := {y > 0}, C− = {y 6 0}.
En cada una, v̇ es de signo fijo, y la restricción del sistema a cada región
puede considerarse como un sistema dinámico independiente. Entonces
los conjuntos ĺımites pueden estar, según el Teorema 3.2.14, solamente
en la recta y = 0, donde v̇ se anula. El Corolario 3.2.15 (Principio de
invariancia) en este caso no da ninguna información adicional porque
{y = 0} es invariante.

En cambio lo que si da información adicional es el hecho de que los
conjuntos ĺımites no son errantes. De los puntos de {y = 0}, el origen
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es el punto cŕıtico, por ende, no errante. Los demás son errantes como
se ve usando como segunda función la variable x :

v2(x,y) = x,

v̇2 = x(1 + x).

Esta derivada tiene un signo fijo en cada uno de los conjuntos
negativamente invariantes {x R 0, y > −1} y se anula únicamente en
x = 0 y, y = −1. Por lo tanto {y = 0, x 6= 0} consta de puntos errantes.

Aśı resulta que el origen es un único punto ĺımite. (También
el único punto cŕıtico.) Es el punto ĺımite negativo de todas las
demás órbitas, y punto ĺımite positivo sólo de si mismo (repulsor
global). Esto se ve usando la función v = 1

2 (x2 + y2) la cual da
v̇ = xẋ + yẏ = x2(x + y) + y2(1 + x2) > 0 en la vecindad {y > −1}
del origen. Esto significa que cerca del origen las órbitas se alejan de el.

Para asegurar fehacientemente que el origen es deveras un repulsor
global hay que probar que todas las semiórbitas negativas son acotadas.
De hecho las únicas que podŕıan alejarse seŕıan las de la región
{y < −1}; ya que para ellas |y| es decreciente con t → −∞, tendŕıa
que ser

|dy
dx
| = | y

1 + y
||1 + x2

x
| → 0.

En esta expresión, y no tiende a cero, y |1+y| es acotado, mientras
que el segundo factor tiende a infinito. En consecuencia la condición es
imposible y por lo tanto resulta que todas las órbitas tienden al origen
para t→ −∞.

x ’ = x + x y  
y ’ = y + x2 y
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Figura 3.19

Nota 3. El Teorema 3.2.17 sigue válido si se suponen las hipótesis
en una vecindad semiinvariante de la órbita a la cual se aplica, porque
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los arcos xn[0, tn] que figuran en la relación x ∈ J+(x), si salen de la
vecindad, ya no reentran.

Ejercicio 3.10. Determine, de manera parecida, los conjuntos
ĺımites del sistema

ṙ = r(1− r),

ẏ = sen2θ
2
.

(3.35)

3.2.3. Estabilidad Asintótica.

Definición 3.2.22. Un conjunto compacto invariante se dice atrac-
tor si existe una vecindad U de M tal que

(∀x ∈ U) lim
t→+∞

d(xt,M) = 0.

El conjunto de puntos con esta propiedad se llama región de atracción
o cuenca del atractor M. Esta la denotamos usualmente por A(M). Si
esta es todo el espacio, llamamos M atractor global.

Otra definición que se usa es la siguiente:

Definición 3.2.23. Sea A una vecindad deM (compacto, invariante).
M es atractor con cuenca A(M) si A = {x |∅ 6= Λ+(x) ⊂ M}.

Nota 4. La condición Λ+(x) 6= ∅ es necesaria:
Considérese la ecuación ẋ = x.AqúıΛ+(0) = 0; parax 6= 0,Λ+(x) = ∅.

Se cumple Λ+(x) ⊂ {0} para todo x, pero el origen no es atractor sino
repulsor.

Las definiciones 3.2.22 y 3.2.23 son equivalentes si el espacio es
euclideano.
Demostración. Ejercicio (un poco más exigente.)

En espacios métricos en general la definición 3.2.23 no implica la
otra y por eso es inadecuada.

Ejemplo 3.2.24. Sea X el subespacio de R2 obtenido quitando de
este el disco r2 = x2 + y2 6 1 (ver Figura 3.20),

salvo el punto p = (0,1), que se supone punto cŕıtico. Las demás
órbitas sean espirales que tienden a r = 1. {p} es un atractor en el
sentido de la definición 3.2.23, pero no en el de la definición 3.2.23.

Definición 3.2.25. El conjunto compacto invariante M es (global-
mente) asintóticamente estable si es estable y atractor(global).

Las dos propiedades que constituyen la estabilidad asintótica,
es decir la estabilidad y la atracción o (propiedad de atractor) son
independientes entre si.

Por ejemplo, el origen del sistema ẋ = y, ẏ = −x (centro) es estable
pero no atractor.
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Figura 3.20

Por otra parte, el sistema que figura en el Ejercicio 3.10 es un
ejemplo de un atractor inestable. { Más ejemplos se encuentran en
[B-S], obra citada, Chapt.V, sect.1}.

Teorema 3.2.26. Para que M sea un conjunto compacto invariante
sea asintóticamente estable y su cuenca de atracción contenga una
vecindad B de M, las siguientes condiciones son suficientes:

i) B es compacta y positivamente invariante.
ii) Existe una función v : B → R+, continua, estrictamente

decreciente a lo largo de las órbitas en B \M, t > 0, entonces
v(xt) < v(x).

iii) v−(0) = M.

Demostración. a) M es estable porque se cumplen las condiciones
del Teorema 3.1.6. b) Para probar que M es atractor, supongamos lo
contrario. Entonces existe un punto x ∈ B y una sucesión (tn) tal que
tn → +∞, pero xtn 6→ M. Debido a la compacidad de B, podemos
suponer que (xtn) sea convergente, por ejemplo xtn → y 6∈ M. Por la
invariancia positiva de B vale y ∈ B. Según la Nota 3, siendo y punto
ĺımite, por ende no errante, podemos aplicar el Teorema 3.2.17 que nos
dice que v es constante a lo largo de γ(y). Esto contradice la condición
ii). �

Corolario 3.2.27 (Condición para la estabilidad asintótica local.).
Si B es una vecindad de M cualquiera, y si se cumplen las condiciones ii)
y iii) del Teorema 3.2.17, M es asintóticamente estable. Aqúı se supone
que el espacio sea localmente compacto.
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Demostración. La estabilidad sigue como en el Teorema 3.2.17.
Observamos que existe una constante λ > 0 tal que B′ := {x |v(x) 6 λ}
es una vecindad de M y B′ ⊂ B. De hecho, siendo M compacto, existe
ε > 0 tal que B(M, ε) ⊂ B. Entonces por la continuidad de v y la
condición iii), usando otra vez la compacidad de M, obtenemos un
λ > 0 tal que

B′ ⊂ B(M, ε) ⊂ B.
Que B′ es una vecindad de M es obvio por iii). Su invariancia positiva
es consecuencia inmediata de ii); es cerrado por continuidad de v, y
compacto para λ pequeño si el espacio es localmente compacto. Se
aplica el Teorema a B′. �

Ejemplo 3.2.28. Consideremos el sistema de ecuaciones

ẋ = −x + x2,
ẏ = −y− xy.

(3.36)

Solución. Usamos la función de Lyapunov v = 1
2 (x2 + y2).

Esta da:
v̇ = xẋ + yẏ = −x2(1− x2)− y2(1 + x).

Esta expresión es negativa para (x,y) 6= (0,0) si las dos expresiones
entre paréntesis son positivas, i.e., |x| < 1. Elegimos como región B la
siguiente:

Bε,m := {(x,y) | |x| 6 1− ε, |y| 6m}, (ε > 0,m > 0).

Esta satisface las condiciones del Teorema 3.2.26 para cualquier
ε ∈ (0,1), m > 0, aśı que la cuenca del origen contiene todos estos
conjuntos, por ende la franja |x| < 1.

No puede extenderse hasta x = 1, porque (1,0) es un punto cŕıtico,
y la recta x = 1 es invariante (en ella vale ẋ = 0). Averiguamos si la
cuenca se puede extender más allá de x = −1.

Observamos que ẋ = −x(1 − x) > 0 para x 6 −1; por eso allá
no puede haber puntos ĺımites (x es una función de LaSalle.) Las
órbitas con puntos iniciales en {x 6 −1} tampoco se pueden escapar
al infinito10. Por lo tanto, estas órbitas necesariamente cruzan la recta
x = −1 y son atraidas hacia el origen. Tenemos como resultado:

El origen es asintóticamente estable11 y su cuenca es el plano x < 1.
(Ver Figura 3.21).

10Una estimación elemental muestra que en {x < −1} vale y(t) 6 Cx(t) para cierta
constante C, aśı que y tiene variación finita en intervalos finitos.

11Que lo es localmente es una consecuencia del hecho de que el sistema reducido a
la parte lineal tiene autovalores negativos.
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Figura 3.21





Capítulo4
Teoŕıa Topológica de Ważewski.

La teoŕıa topológica de Ważewski nos permite establecer la existen-
cia de separatrices y sirve en muchas partes de la teoŕıa cualitativa.

4.1. Sistemas autónomos.

Presentamos la teoŕıa en el contexto de un sistema dinámico
definido por una ecuación diferencial, suponemos que esta sea de
la forma

ẋ = f (x) (x ∈ Rn), (4.1)

con el origen como punto cŕıtico, o sea, f (0) = 0, y que satisfaga en
una vecindad de 0 a una condición de Lipschitz, para representar un
sistema dinámico, por lo menos localmente.

Definición 4.1.1. Dada una región G ⊂ X (espacio fase) y su
frontera, ∂G. Un punto q ∈ ∂G es el consecuente de p ∈ G si
q = pτ(τ > 0) y p[0, τ] ⊂ G [q es el primer punto en el cual γ+(p)
alcanza la frontera ∂G.]

Figura 4.1. Ilustración de la Definición 4.1.1

75
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Sobre la notación: pt es la notación abreviada para x(p, t), la
solución [de un sistema autónomo ẋ = f (x)] con valor inicial p :
x(p,0) = p.

Proposición 4.1.2. Si p ∈ G y γ+(p) 6⊂ G, existe un consecuente único
q de p.

Demostración. Si γ+(p) 6⊂ G, existe un t > 0 tal que pt 6∈ G. Los
conjuntos ∂G y p[0, t] son ambos cerrados (el segundo por continuidad
del flujo), por lo tanto, ∂G ∩ p[0, t] 6= ∅ (por ser p ∈ G, pt 6∈ G y p[0, t]
conexo) y también cerrado.

Sea T = {τ ∈ [0, t] | pτ ∈ ∂G}, entonces T es cerrado, pues en caso
contrario, existiŕıa una sucesión {tn} ⊂ T tal que tn → t0 y t0 6∈ T ; por
continuidad del flujo, ptn → pt0 6∈ ∂G, mientras que ptn ∈ ∂G lo cual
no es posible siendo ∂G cerrado y, por ende posee un primer elemento,
que llamamos τp. Entonces pτp es el consecuente. Ver la Figura 4.2. �

Figura 4.2. Ilustración de la Proposición 4.1.2

Análogamente se define el antecedente:

Definición 4.1.3. Dada una región G ⊂ X y su frontera, ∂G. Un
punto q ∈ ∂G es el antecedente de p ∈ G si existe τ < 0 tal que q = pτ
y p[τ,0] ⊂ G [ q es el último punto en el cual γ+(p) abandona la frontera
∂G].

Bosquejamos el significado de la Definición 4.1.3 mediante la Figura
4.3.

El consecuente de p lo denotamos con C+(p) (ver la Figura 4.4) y, el
antecedente de p con C−(p).
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Figura 4.3. Ilustración de la definición de antecedente.

Figura 4.4. Ilustración de la definición de cosecuente de un punto.

El tiempo para alcanzar el consecuente lo denotamos por τ+ y, para
alcanzar el antecedente con τ−. Entonces

pτ± = C±(p) [τ+ > 0, τ− < 0].

Los subconjuntos de G para los cuales τ± está definido los
denotamos por Σ±. Es decir, Σ± = {p ∈ G | ∃[τ+ > 0, τ− < 0] y pτ± =
C±(p)}. Σ± es el conjunto de puntos de G cuyas órbitas alcanzan la
frontera en sentido positivo (negativo) se llaman las sombras.

Entonces τ± son funciones de Σ± → R±, y C± son funciones deΣ± → ∂G.
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Tenemos las aplicaciones:

τ± : Σ± → R±,

C± : Σ± → ∂G,
(con la exclusión del 0.)

Además denotamos : ∂G ⊃ S = C+(Σ+), (ver Figura4.5 ) ∂G ⊃ E =
C−(Σ−), (E ,S son conjuntos para los cuales las órbitas alcanzan la
frontera de G, en sentido positivo (negativo).) Llamamos al conjunto S
conjunto de salida (egreso), integrado por los puntos de salida (egreso).
Al conjunto E conjunto de entrada (ingreso) integrado por los puntos
de entrada (ingreso).

Figura 4.5. Ilustración del conjunto C+(Σ+).

El punto q ∈ S es de salida estricta (Ver Figura 4.6) si existe ε > 0
tal que

qt ∈


G, para −ε ≤ t < 0,
∂G, para t = 0,
CG, para 0 < t 6 ε.

(4.2)

Ejemplos de salida no estricta.
Ver la Figura 4.7.
Los puntos de entrada (ingreso) estricta se definen análogamente.
El punto q ∈ E es un punto de ingreso estricto si existe ε > 0 tal que

qt ∈


CG, para −ε ≤ t < 0,
∂G, para t = 0,
G, para 0 < t 6 ε.

(4.3)

(Ver la Figura 4.8)
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Figura 4.6. Ilustración de la salida estricta.

Figura 4.7. Salida no estricta, en la figura de enmedio, los
puntos de salida en γ+(q) se acumulan en q.

Notación:

S∗ = {puntos de entrada estricta} = {q ∈ ∂G | cumple (4.2), }

y

E∗ = {puntos de salida estricta} = {q ∈ ∂G | cumple (4.3)}.

Los conjuntos Σ∗± son los subconjuntos de Σ± donde τ± toma valores
en S∗/E∗, es decir Σ+

∗ = {p ∈ G | τ+(p) ∈ S∗},
y Σ−∗ = {p ∈ G | τ−(p) ∈ E∗}.
Ver la Figura 4.9.

Lema 4.1.4. Las funciones

τ± : Σ∗± → R±
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Figura 4.8. Ilustración de la definición de ingreso estricto.

Figura 4.9. Ilustración del conjunto de puntos de salida estricta.

son continuas.

Demostración. Lo demostramos para τ+. Sean pn, p ∈ Σ∗±, pn → p.
Entonces hay que demostrar que τ+(pn) → τ+(p). Lo hacemos en dos
pasos

(1) limτ+(pn) ≤ τ+(p);
(2) limτ+(pn) ≥ τ+(p).

Para la demostración de (1). Supóngase lo contrario. Entonces

∃{p′n} ⊂ {pn} tal que ∃ limτ+(p′n) = τ∗ > τ+(p).
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Elegimos ε > 0 tal que

τ+(p) + 2ε < τ∗, y (4.4)

p[τ∗(p) + ε] 6∈ G. (4.5)

(El último es posible por ser pτ+(p) = C+(p) ∈ S∗ por hipótesis.)
Entonces tenemos (por ser CG abierto y pt continuo en p):
(Ver la Figura 4.10.)

Figura 4.10. Ilustración de la continuidad de τ+ en Σ∗+.

p′n(τ+(p)+ε) 6∈ G para n grande. Además: τ+(p)+ε < τ∗−ε < τ+(p′n)
[por (i)] paran grande [por definición de τ∗], los que juntos significaŕıan
que p′n sale de G antes de τ+(p′n), contrario a la definición de este. Lo
cual prueba (4.1.4).

Demostración para el caso (2), suponiendo lo contrario existiŕıa una
subsucesión (p′n) ⊂ (pn) tal que τ+(p′n)→ τ∗ < τ+(p). Entonces pτ∗ ∈ G
por definición de τ+ y entonces (por continuidad, ya que p′ → p y
τ+(p′n)→ τ∗): p′nτ+(p′n) ∈ G para n grande; contrario a la definición de
τ+(p′n). Esto prueba (4.5). �

Observación 8. En general τ± no son continuas en
∑± . (Ver la

Figura 4.11.)

Definición 4.1.5. Si A es un conjunto en un espacio topológico X y,
B ⊂ A, entonces la aplicación

ρ : A→ B

se llama una retracción, si ρ es continuo y su restricción a B es la
identidad, es decir,

∀p ∈ B, ρ(p) = p.
[Borsuk].
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Figura 4.11. Ilustración de que τ+ no necesariamente es
cont́ınua en Σ+.

A la imagen de un conjunto A bajo la retracción se llama retracto.

Ejemplo 4.1.6. Sea X = Rn, sea A = {x ∈ X | ‖x‖ ≤ R}. Entonces A
es un retracto de X. Una retracción está dada por

ρ(x) =

{
x, si ‖x‖ ≤ R,
Rx
‖x‖ si ‖x‖ > R.

(4.6)

Ahora extendemos Σ± y Σ±∗ a la frontera de G para que incluyan
S, S∗, E , E∗, respectivamente y, extendemos C± a S (E ) poniendo (ya
que p′n → p y τ+(p′n)→ τ∗)

C±(q) = q para q ∈ S (q ∈ E ).

Corolario 4.1.7. Las aplicaciones

C+ :
∑+

∗
→ S∗,

y

C− :
∑−

∗
→ E∗,

son retracciones (y por ende S∗ y E∗ son retractos de
∑±
∗ .)

La demostración se sigue de que, C±(p) = pτ±(p), τ± y pt son
ambas continuas [el segundo en las variables (p,t)]1 y en S∗(E∗), C+(C−)
se reducen a la identidad. �

Teorema 4.1.8. (Teorema de Wa_zewski) Si S = S∗ (Todos los puntos
de salida son estrictos), y si S no es un retracto de G, entonces G contiene

1y por ende pτ±(p) son continuas con respecto a p.
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una semiórbita positiva. Análogamente, si E = E∗ y E no es un retracto
de G, entonces G contiene una semiórbita negativa.

Demostración. Si G no contiene semiórbitas positivas, esto es decir
que todas las órbitas salen en sentido positivo. Entonces tendŕıamos
G =

∑+ =
∑+
∗ ( pues S = S∗ implica que

∑+ =
∑+
∗) y por el Corolario

4.1.7 S tendŕıa que ser un retrato de G, donde G es una región. �
Usualmente usamos el Teorema 4.1.8 de la manera siguiente.

Corolario 4.1.9. Si S = S∗, y este conjunto es diconexo, entonces no
todas las órbitas salen.

Demostración. Si S no es conexo, existe una descomposición S =
S1
⋃
S2, con S1

⋂
S2 = ∅, S1 y S2 abiertos relativos a S. Si todas las

órbitas salieran, tendŕıamos

G =
∑+

=
∑+
S1

⋃∑+
S2 :

∑+
S1

⋂∑+
S2 6= ∅

G =
∑+

=
∑+
S∗1
⋃∑+

S∗2 :
∑+
S∗1
⋂∑+

S∗2 6= ∅

donde
∑+ Si = {p ∈ G | C+(p) ∈ Si}, para i = 1,2, y también para las

respectivas sombras de S1 y S2,
∑+ S∗i = {p ∈ G | C+(p) ∈ S∗i }, para

i = 1,2.
(pues si p ∈

∑+, γ+(p) sale por S1 o por S2 y nada más por uno de
los dos, ya que son ajenos y todo punto tiene un consecuente único).
Además

∑+ S1 y
∑+ S2 son abiertos en

∑+ (como imágenes inversas
de abiertos bajo la función continua C+). Tenemos una descomposición
de G =

∑+ en conjuntos abiertos y ajenos, lo que implicaŕıa que G es
diconexo; entonces este no seŕıa región. �

4.2. Aplicación a sistemas en el plano.

4.2.1. Separatriz en un punto cŕıtico. Dado el sistema de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias

ẋ = f (x,y),
ẏ = g(x,y). (4.7)

con condiciones usuales sobre f y g. Tenemos el siguiente teorema

Teorema 4.2.1. Sea G una región acotada, simplemente conexa en
el plano y su frontera, ∂G homeomorfa a un ćırculo.

Supóngase que la frontera contiene un solo punto cŕıtico, p, y que
G no contiene puntos ĺımite positivos de semiórbitas en G. Además todos
los puntos de egreso son estrictos y el conjunto de egreso, S, no es vaćıo
y es disconexo. Entonces existe una semiórbita positiva en G que tiende
a p, esto es, Λ+(G) = {p}.
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Demostración. Por el Corolario4.1.9, existe en G una semiórbita
positiva, γ+. Siendo G compacto, γ+ posee cuando menos un punto
ĺımite en G, ya que los puntos ĺımites en G estan excluidos, existe uno
en ∂G. El resto del Teorema sigue si podemos probar que ningún punto
de ∂G, salvo p, es punto ĺımite. Ya que L+(γ+) es invariante y cerrado,
no puede ser toda ∂G, pues ∂G contiene puntos de salida estrictos aśı
que ∂G no es invariante.

Ahora supóngase que Λ+(γ+) contenga una órbita no cŕıtica γ1. Los
conjuntos ĺımites (positivos y negativos) de ésta se reducirán a un punto
cŕıtico cada uno [ pues γ1 ⊂ ∂G y esto es homeomorfo a un ćırculo. en
este se puede introducir una variable ćıclica, o, que seŕıa obviamente
monótonamente en γ1; de aqúı la existencia de puntos ĺımites únicos.]
(Ver la siguiente Figura 4.12.)

Figura 4.12. Ilustración del Teorema 4.2.1.

Pero p es por hipótesis el único punto ćıtico, es decir que γ1 → p
en ambos sentidos, y esto está excluido por ser Λ+(γ+) & ∂G. Se queda
como única posibilidad Λ+(γ+) = {p}. Esto prueba el Teorema. �

Observación 9. Nótese que hay regiones simplemente conexas,
acotadas cuya frontera no es homeomorfa a S1, ver la Figura 4.13

Figura 4.13. Región simplemente conexa, acotada cuya
frontera no es homeomorfa a S1.

Observación 10. Usando la teoŕıa de Poincaré-Bendixon, se puede
debilitar la hipótesis de puntos cŕıticos en G. Pues de aquella teoŕıa se
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sabe que todo conjunto ĺımite en el plano sin puntos cŕıticos es un ciclo
con un punto cŕıtico en su interior.

Consideremos un ejemplo más concreto.

Ejemplo 4.2.2. Sea el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

ẋ = f (x,y),
ẏ = g(x,y). , (4.8)

con f y g bajo hipótesis apropiadas. Supongamos además:

(1) f (0,0) = g(0,0) = 0;
(2) f < 0, para x > 0, |y| < αx, donde α es un número positivo.
(3) Todos los puntos de x > 0, |y| = αx son de salida estricta.

Entonces se cumplen las hipótesis de Teorema 4.2.1. Ver la Figura
4.14.

Figura 4.14. Todos los puntos de x > 0, |y| = αx son de
salida estricta.

Basta con exigir estas condiciones en alguna vecindad del origen
(0,0).

Las condiciones de (1) a (3) describen la situación que se encuentra
en el caso de un nodo o una silla perturbada.

Una silla perturbada en su forma normal tiene la forma:

ẋ = −αx + o(x2 + y2),
ẏ = βy + o(x2 + y2), [α, β > 0]. (4.9)

El punto cŕıtico (0,0) es aislado y se cumplen las condiciones (1)-(3).
Ver la Figura 4.15.
Verificamos que se cumplen las hipótesis de Teorema 4.2.1.
Para esto, tomamos como región G el triángulo

0 < x < ε, |y| < αx,
con ε tal que en el se cumplen las condiciones (2),(3). Las funciones
(f, g) se anulan en G únicamente en (0,0), lo que es por ende el único
punto cŕıtico [lo es por (1)] en ∂G. Además siendo f < 0 en G, esta
región no contiene los puntos ĺımites de semiórbitas positivas en G∗.
El lado derecho de G es de entrada (por ser f < 0), los otros lados son
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Figura 4.15. El punto cŕıtico (0,0) es aislado.

de salida estricta por la condición (3). Resulta S = S∗ disconexo y el
Teorema 4.2.1 es aplicable. Hay una semiórbita positiva en G que tiende
a (0,0). No se puede saber si hay nada más una. Ver la Figura 4.16.

Figura 4.16. El punto cŕıtico (0,0) es aislado.

4.2.2. Región doblemente conexa.

Teorema 4.2.3. Sea G una región doblemente conexa en R2 (un
‘‘anillo topológico", con dos contornos). Sean C1, C2 las dos componentes
de su frontera y supóngase C1 ⊂ S∗+ y C2 ⊂ S∗+, es decir, ambas constan
de puntos estrictos de ingreso o de egreso. Entonces G contiene una
órbita completa. (Ver la Figura 4.17).

Figura 4.17. G contiene una órbita completa.

*)(Por el Teorema de LaSalle, poniendo V = x.)
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Demostración. Consideremos el caso ∂G ⊂ S+
∗ (La frontera consta de

puntos de egreso estricto). Se puede aplicar directamente el Corolario
4.1.9, el que da una semiórbita positiva en G, decimos γ+(p). Pero la
órbita γ(p) no puede entrar a G desde el exterior tampoco, pues no
hay puntos de ingreso2. Por lo tanto, γ+(p) ⊂ G, lo cual demuestra el
teorema. �

Observación 11. Lo mismo se puede inferir de la investigación de
los conjuntos ĺımites; pero eso requiere de la compacidad de G.

En el ejemplo que sigue damos un caso más concreto.

Ejemplo 4.2.4. Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias

ṙ = R(r, θ),
θ̇ = Θ(r, θ).

(4.10)

Supóngase R(r, θ) < 0, para r = r1, y, R(r, θ) > 0 para r = r2. Sea
G = {(r, θ) | r1 < r < r2}, C1 = {(r, θ) | r = r1} y C2 = {(r, θ) | r = r2}.

Se cumplen las condiciones del Teorema 4.2.3, ya que C1 y C2 son
conjuntos de egreso estricto. Ver la Figura 4.18.

Figura 4.18. Ilustración del Ejemplo

Un problema no trivial, que hay que responder es el siguiente:
?‘Sigue en pie el Teorema 4.2.3 si se pide solamente ∂G ⊂ S±?

4.3. Aplicación a sistemas a sistemas no autónomos.

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales no autónomo
n−dimensional. Supongamos que Ω es un conjunto abierto en R× Rn,
f : Ω → Rn continua y la solución φ(t, t0, x0), φ(t0, t0, x0) = x0, del
sistema n−dimensional

ẋ = f (t, x), (4.11)

depende continuamente de (t, t0, x0) en su dominio de definición.

2Nótese que los puntos de egreso pueden ser a la misma vez de ingreso, pero lo
mismo no es posible en el caso de un punto de egreso estricto.
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Como notación escribimos P como el punto (t, x) de Ω, denotamos
con (α(P), β(P)) el intervalo maximal de existencia de la solución φ(t, P)
que pasa a través del punto P, Φ(t,φ(t, P)) el punto sobre la trayectoria
a través de P en el tiempo t y para cualquier intervalo I ⊂ (α(P), β(P)),
ponemos Φ(I, P) = {(t,φ(t, P)) | t ∈ I} como el tramo de trayectoria a
través de P correspondiente al tiempo t ∈ I. Sea W ⊂ Ω un conjunto
abierto fijo, con la cerradura de W , W, en Ω, y sea ∂W la frontera de W,
en Ω.

Definición 4.3.1. Un punto P0 ∈ ∂W es un punto de egreso de W
con respecto de la ecuación (4.11) y del conjunto Ω, si existe un δ > 0
tal que Φ([t0−δ, t0), P0) ⊂ W. Un punt P0 es un punto de egreso estricto
de W si existe un δ > 0 tal que Φ((t0, t0 + δ], P0) ⊂ Ω \W. El conjunto de
todos los puntos de egreso se denota por S y el de egreso estricto con
S∗.

Con estas definiciones, en [H] se demuestra en siguiente teorema
para el caso de sistemas autónomos.

Teorema 4.3.2. Si S = S∗ y existe un conjunto Z ⊂ W ∪ S es un
retracto de S pero no es un retracto de Z, entonces existe cuando menos
un punto P0 ∈ Z \ S tal que Φ([t0, β(P0)), P0) ⊂ W

Consideremos el sistema de ecuaciones no autónomo,

ẋ = y,
ẏ = v(t)x. (4.12)

donde v(t) es una función continua y v(t) > 0 para toda t > 0.
Sea Ω = R+ × R2 y W = {(t, x, y) | |x| + |y| < a, a > 0}. Entonces
yẏ = v(t)xẋ > 0 para toda t > 0 y x e y tales que y = a − x, para
0 < x < a. También yẏ = v(t)xẋ < 0 para toda t > 0 y x e y tales
que y = −a − x, para −a < x < 0. Luego, los conjuntos de puntos de
egreso y de egreso estricto de W coinciden,

S = S∗ = {(t, x, y) | t ≥ 0, y = a−x, si 0 < x < a o y = −a−x, si−a < x < 0}.
Sea Z = {(t, x, y) | t = 0, y = x, |x| ≤ a

2 , }
entonces Z∩S es un retracto de S, sin embargo Z∩S no es un retracto

de Z. El principio de Wa_zewski, Teorema 4.3.2 implica que existe una
solución φ(t) del sistema no autónomo (4.12) acotada (puesto que está
contenida en W), con dominio maximal R+.

La soluciónφ del sistema lineal (4.11) es única salvo por un múltiplo
distinto de cero. En efecto, sea ψ(t) cualquier otra solución del sistema
(4.11) obtenida por aplicación del Principio de Wa_zewski, entonces
d
dt{φψ̇ − φ̇ψ} = 0, esto implica que φψ̇ − φ̇ψ = c, donde c es una

constante. Integrando
∫ +∞

0 {φψ̇ − φ̇ψ}dt =
∫ +∞

0 cdt Esto implica que
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c = 0 puesto que φψ̇− φ̇ψ ∈ L1(0,+∞) Aśı que d
dt ln φ

ψ = 0 para toda
t > 0, por lo tanto, φ = cψ. �

4.4. Teorema alternativo al de Wa_zewski

En esta sección formulamos un teorema alternativo al de Wa_zewski
para sistemas dinámicos en el plano.

Teorema 4.4.1. Dado un sistema dinámico en el plano, y una región
en el mismo que es homeomorfa a un disco abierto y cuya frontera es
homeomorfa a una circunferencia3. Se supone que ∂G consta de tres
arcos abiertos (imágenes homeomorfas de (0,1)) E1, E2, S, disjuntos y
tres puntos 0, q1, q2 que no pertenecen a los arcos y E1, E2 colindan en
0. Sea 0 punto cŕıtico E1, E2 de ingreso estricto y los únicos puntos de
ingreso en E1 ∪ E2 y S de egreso estricto. Finalmente, {0} sea el único
conjunto invariante en G. Entonces existe una semiórbita negativa , γ−,
en G, cuyo conjunto ĺımite α es {0}.

Demostración. Si se puede probar que G contiene una semiórbita
negativa, esta tiene 0 como único punto ĺımite, pues pues el conjunto
ĺımite es invariante y necesariamente está contenido en G, por lo
tanto este es {0}. Supongamos que G no contenga ninguna semiórbita
negativa. Entonces cualquier órbita que intersecta a G tiene que entrar
a través de E1 o E2 que son los únicos conjuntos de ingreso.

Siendo S un arco, debe existir en S un punto p∗ que sea punto
de acumulación tanto de puntos que ‘‘provienen" de E1 como de
los que vienen de E2 (pues todo punto p ∈ S ‘‘proviene" de E1

o E2, y S es conexo). Supongamos que p∗ proviene de E1; sea
p0 = p∗(−t0) (t0 > 0) el punto de ingreso de γ(p∗) [‘‘antecedente"];
existe t′ > t0 : p′ := p∗(−t′) 6∈ G (por ser p0) un punto de ingreso
estricto).

Siendo E2 y p∗[−t′,0] cerrados y dijuntos, el segundo posee una
vecindad U que no intersecta a E2. Por dependencia continua con
respecto a condiciones iniciales existe una vecindad V de p∗ tal que
V[−t′,0] ⊂ U, y además V(−t′) ⊂ CG (por ser p′ = p∗(−t′) ∈ G). Tómese
p ∈ S∩V, entonces γ−(p) ingresa aG (después de−t′, y ) por E1 pues está
en U que no intersecta E2. Por lo tanto, la parte de S de S ‘‘proveniente"
de E2 no se acumula en p∗. Esto es una contradicción. �Ver Figura
4.19.

Observación 12. Puede haber más de una órbita del tipo indicado
en la conclusión del Teorema 4.4.1 (tipo ‘‘abanico").

3La primera condición no implica a veces la segunda (consideremos un ‘‘disco con
escisión", Figura4.19).
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Figura 4.19. Ilustración del Teorema alternativo al de Ważewski.

Observación 13. La condición de 0 único conjunto invariante, se
cumple en las condiciones usuales por monotońıa de x(.), y(.); lo mismo
para las otras hipótesis.

4.5. Método para establecer la existencia de una separatriz.

Definición 4.5.1. Un (semi-) grupo πT es asintóticamente compacto
(AC) sobre A ⊂ X si para toda pareja de sucesiones xN ⊂ A, tN ⊂ T , tal
que tn → +∞, F[0,tn](xn) ⊂ A, el conjunto {Ftn (xn)}n∈N es relativamente
compacto.

Teorema 4.5.2. Sea (X, T, π) un sistema semidinámico, AC en U con
U ∈ VM , donde M ⊂ X es un conjunto invariante, aislado de conjuntos
invariantes en U. Supongamos además que

∃ xn ∈ ∂U, ∃ yn ∈ ∂U : yn = xntn; ∃t′n ∈ (0, tn) : xnt′n se acumulan en M.

Entonces existe una órbita principal γ∗ tal que,

L−(γ∗) ⊂ M.

Demostración.( bosquejo)
Existen una subsucesiónes {x′n} ⊂ {xn} , {t′n} ⊂ {tn} tales que

x′nt
′
n → x∗ ∈ M, yn → y∗.

Construiremos la solución principal γ∗ que pasa por y∗ y tiene
L−(γ∗) = {x∗}.

tn > 0, yn = xntn ∈ ∂U, xn[0, tn] ⊂ U.

La propiedad AC en U, implica que existe y∗ ∈ ∂U;yn → y∗,
entonces t > 0 implica que y∗(−t) = limn→∞ xn(tn − t)(dependencia
continua). Por lo tanto, γ+(y∗) es órbita principal; γ−(y∗) ⊂ U,

γ−(y∗) ⊂ U, L−(y∗) ⊂ U,

Puesto que M está aislado de conjuntos invariantes se tiene L−(y∗) ⊂
M. �
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Ejemplo 4.5.3. Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias en el plano

ẋ = y3(x2 + 1),
ẏ = x3(y2 + 1). (4.13)

Ver Figura 4.20:

x ’ = y3 (x2 + 1)
y ’ = x3 (y2 + 1)
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Figura 4.20. Ilustración del Teorema 4.5.2.
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dimensions. Ann. Sci. École Norm. Sup. 70 (1953), 287--360.

[Ur2] T. Ura. On the flow outside a closed invariant set; stability, relative stability and
saddle sets. Contrib. Differential Equations 3 (1963), 249--294.

[Wh] H. Whitney. Regular families of curves. Ann. of Math.Contrib. 34 (1933), 244--270.
[Yo] T. Yoshizawa. Stability Theory by Liapunov’s Second Method. Japanese Mathematical

Society Tokyo (1963).


